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RESUMO - Este artigo trata da utilizagdo de um equacionamento matemético que permite a
introducdo da tenséo de cisalhamento (z,) na parede do conduto for¢ado, como alternativa ao fator
de atrito (f).

Espera-se obter, com este novo equacionamento, um aumento na precisao na analise de transitorios
hidraulicos e consequente reducdo de custos relativos a aquisicdo e instalacdo dos dispositivos
hidraulicos que protegem as adutoras do referido fenébmeno hidraulico.
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ANALYSIS OF HYDRAULIC WATERHAMMER EQUATING THROUGH
THE TENSION SHEAR.

Abstract - This article discusses the use of a mathematical equation which allows the introduction
of shear stress (z,) in the wall of the pressurized flow, as an alternative to friction factor (f).

We expect to achieve with this new equation, an increase in accuracy in the analysis of hydraulic
transients and consequent reduction of costs related to the acquisition and installation of hydraulic
devices that protect pipelines of said hydraulic transients.
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1. INTRODUCAO

A anélise de escoamento transitério em conduto cilindrico circular faz-se, em hidraulica, sobre um
sistema de duas equacOes diferenciais parciais. Uma garantindo o principio da conservacdo de
massa de um sistema, geralmente expressa na forma:

OH a’0Q _
at + gA 0x =0 (1)

E outra seguindo o principio da quantidade de movimento, apresentada normalmente como:

20 oH . f B
o t9A - +5-01Q[=0 2

Nesta equacdo (2) o ultimo termo do primeiro membro modela, indiretamente, a transformacéo de

energia em calor. Este fendmeno é conhecido por perda de carga (energia dissipada por unidade de
peso).

Esta Gltima parcela do primeiro membro da equacdo (2), ﬁ Q|Q| apresenta-se desta forma por ter
sido modelada com auxilio da formula universal de perda de carga distribuida:

_ 8fLQlQ|
AH =="5 = @)

Que é valida para escoamento permanente em conduto cilindrico circular.

Entre as premissas para o estabelecimento da equacdo (3) esta a de que a tensdo de cisalhamento
(7o) que a parede do tubo aplica sobre o escoamento é proporcional ao quadrado da velocidade
média (), isto &,

To '\;ﬂz (4)

Esta mesma premissa pode ser encontrada em outros fendmenos onde se faz presente a tenséo de
cisalhamento (t,) sobre uma superficie, como na queda de um péara-quedista, no arraste sobre a
fuselagem de um automdvel ou de um aviao e sobre o0 casco de um barco.

Em todos estes casos a premissa de que (to~vit?) é de boa qualidade, principalmente pelo fato de
que o perfil de velocidades que se estabelece a partir da superficie sélida é uma funcdo apenas
crescente.

A definicdo do fator de atrito (f), presente na férmula universal de perda de carga distribuida, surgiu
para se transformar a proporcionalidade indicada na equacédo (4) em uma igualdade, ou seja:

Ty = (ép) u? )

Os célculos de condicdes transitdrias em hidraulica realizados, ou com a adocdo de um fator de
atrito (f) constante ou com um fator de atrito (f) dependente da vazdo (Q), tém atendido,
satisfatoriamente, as necessidades de dimensionamento das tubulagdes na engenharia hidraulica.
Mesmo assim, resta uma falha conceitual que precisa ser superada para uma modelagdo mais
realistica do escoamento transitorio.
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Existe um momento durante a ocorréncia do transitorio, no qual € possivel ter-se a velocidade
média nula (z = 0) com tensdo na parede diferente de zero (7, # 0). Nesta condigdo, e que
certamente ocorre na reversao do perfil, ndo vale a premissa (7ovui?).

Por esta razdo, qualquer que seja a melhoria na modelagéo do fator de atrito (f), sempre havera falha
pelo fato da perda de carga depender de fQ|Q|, pois quando & = 0, tem-se Q = 0, para qualquer
que seja a melhoria no modelo do fator de atrito, com implicacdo de perda igual a zero, o que néo é
verdade quando (t, # 0).

O caminho para superar esta falha conceitual consiste em se obter um modelo realistico de perfil de
velocidade u(r, w,t) que permita a determinacdo do gradiente do perfil de velocidades junto a
parede:

ou
P (r,w,t) - (6)
Com isto pode-se obter a tenséo na parede:
a
To = _ﬂa_i: (rw,t) |T=R (7)

Portanto, neste artigo, ndo sera estudada uma melhoria para modelacdo do fator de atrito (f), uma
vez que sempre havera falha nesta tentativa, pelo fato da perda de carga depender de fQ|Q|, pois
quando u = 0, tem-se Q=0, para qualquer que seja a melhoria no modelo do fator de atrito, com
implicacdo de perda igual a zero, o que ndo é verdade quando 7, # 0.

2. METODOLOGIA

A metodologia utilizada para a analise do golpe de ariete foi, primeiramente, desenvolver um
modelo tentativa, com o estudo da formulacdo para a tensdo de cisalhamento com o escoamento de
um fluido em regime laminar entre duas placas planas proposta por Landau e Lifshitz (1989). Eles
consideraram (ap) 0 valor maximo para o gradiente de velocidade do escoamento entre as duas
placas planas, portanto:

e = Goe ! ®
v=ge -0 ©
= e [k (10)
MRl e (11)

sen(kr)

os(kR) resulta em uma funcdo do tipo (a + bi), entdo:

XX Simposio Brasileiro de Recursos Hidricos 3



ABRH

AGUA * DESENVOLVIMENTO ECONOMICO E SOCIOAMBIENTAL ASSOCIAGAO BRASILEIRA DE RECURSOS HIDRICOS

sen(kr)

cos(kR) tan(kR) (12)
\3 \5

tan(kR) = (“‘) R+12 (%) R3 + %(%) RS+... (13)

sen(kr) (R R3 R3 2R5  4RS 2R5) n
cos(kR) \& 383 &3 1585 385 = 365
R3 R3 2R5 4RS5  2RS
( + = —t—=—-—"—+ )
383 385 365 1565

(14)

O resultado da equacdo (14) é uma funcéo do tipo (a + bi). Entdo, realizando a substituicéo
na eg.(11), temos:

ov
ar r=R

= —‘; [(sen wt — cos wt) + i(cos wt + sen wt)(a + bi)] (15)

A parte real da equacdo (15) é:

= % [a(sen wt — cos wt) — b(cos wt + sen wt)] (16)

Estando a velocidade angular (o) relacionada com a freqiiéncia (f) e o periodo (T), além da
celeridade do fluido (a) e o comprimento da tubulacdo (L), conforme as relagc6es abaixo:

W= (17)

a

Este desenvolvimento baseado na formulacdo de Landau e Lifshitz (1989) para um
escoamento entre placas planas, quando relacionado a equacéo (7) define que:

Tp = uRealg—z - (18)

Entdo, com base na formulacdo para o perfil de velocidades em regime laminar com transitério

harmonico e na distribuicdo de velocidades na teoria da entropia maxima, é possivel propor um
modelo do tipo:

u = Real {# [1 +(eM-1) (1 - M)]} (19)

wpMay Jo(kR)

Usando a equacdo anterior do modelo proposto e realizando as primeiras simplificagdes para
facilitar as operacGes matematicas, tem-se:

u = Real {~Cie®*In|1+ (eM - 1) (1 - %)]} (20)

Onde a constante (C) é expressa por:
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C= ( R?b, )
wpM4u

Sendo (by) o gradiente de pressdo expresso como a perda de carga inicial por unidade de

comprimento:

—-pgAH
b, = £¢
L

Desenvolvendo a equacdo (20), tem-se:

u = —C.Real {iei“’t In [1 +("-1) (1 - %)]}

du
dr

r=R Jo(kR)

_ (Yotn)
= C.Real Iie“"t(e"” -1) Ll
r=

A partir da equacdo (24) e realizando simplificacdes para facilitar as opera¢es matematicas,

tem-se:
[ djo(kr)

du . (—)

— = Cy.Real |ie'®t -4~
darly=R 0 | Jo(kR) .
darly=pg 0 i Jo(kR) 1,._p
du [ . it KJ1(kT)

— = C,.Real |—i twt 21— -
arly=gr 0 L Jo(kR)
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(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

Para um argumento (k) de ordem de grandeza elevada, vale a expressao de Bessel:

i = [Efeos (-2 )

Calculando o termo % da equacgéo (27), temos:
0

Ja(kr) cos(kR—g_%....)
Jo(kR) COS(kR_%)

3w _ (4R—38m)+i4R

kR — 4 48

A eq.(30) quando colocada na forma (m+in) apresenta mais duas constantes (m) e (n) que

trardo uma simplificacdo matematica a pesquisa.

(28)

(29)

(30)
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31)

n=t (32)

O resultado da equacéo (29) com a utilizacdo de varias constantes que auxiliam no calculo é:

J1(kr) _ a+bi a-pBi

Jo(kR)  a+Bi” a-pBi (33)
J1(kr) _ (aa+bB)+i(ab—ap)
JokR) —  (a2+p?) (34)
A equacdo (34) pode ser escrita na forma (6+¢1i), onde:

__ (aa+bp)

~ (@2+p?) (35)

__i(ab-ap)

— (@+p?) (36)
Desenvolvendo a expresséo entre colchetes da equagéo (27)

et = R i(coswt + i sen wt) ( 5 ) (6 + i) (37)
igiwt KA _ o : [0-@)+i(8+9)]

et R = (—icoswt + isenwt) 3 (38)
—l'eiwt kJqi(kr) _ [(6—¢@) sen wt+(0+¢) cos wt] +

Jo(kR) )
i[(0+¢) sen wt—(6—¢) cos wt]
- (39)

De acordo com a equacao (27), a parte real da equacdo (39) devera ser utilizada. Entéo a
equacdo (27) se tornara:

du [(6—¢) sen wt+(0+¢) cos wt]
= CO 5

(40)

dr r=R

Desenvolvendo a expressdo da tensdo de cisalhamento (tg) mostrada na equagéo (7), com a
substituicdo da expressao encontrada na equacao (40), tem-se:

[(B6—¢) sen wt+(B+¢) cos wt]
é

7o = uCy (41)

A equacdo (41) ¢é a tensdo de cisalhamento na parede do conduto for¢ado, modelada pelo
gradiente harmonico de pressao.
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3. RESULTADOS

A utilizacdo da formulacdo da tensdo de cisalhamento (41) em substitui¢do ao fator de atrito
(f) trouxe resultados extremamente semelhantes aos obtidos com a utilizagdo de métodos numéricos
para a solucao de transitorios hidraulicos em condutos for¢ados com o tradicional fator de atrito (f).

Algumas simulag6es foram realizadas com o Esquema Numérico de MacCormack e o Método
das Caracteristicas com resultados semelhantes, como mostrado na figura 1, abaixo:
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Figura 1 — Gréfico da superposi¢do dos resultados experimentais com aqueles obtidos através da simulagdo pelo
Esquema de MacCormack com fator de atrito (f) constante e com tensdo de cisalhamento modelada por gradiente
harménico de pressdo usando 50 sec¢Bes para os dados do pesquisador Pezinga.

EXP ¢ a curva dos dados experimentais, MCF é a curva da simulacéo feita pelo Esquema de MacCormack com o fator
de atrito (f) constante usando 50 se¢Bes e MCT é a da simulagdo pelo Esquema de MacCormack com tensdo de
cisalhamento modelada por gradiente harménico de presséo usando 50 secdes.

4. CONCLUSAO

A analise do golpe de ariete com tensdo de cisalhamento na parede do conduto forcado
modelada por gradiente harmonico de pressao apresenta-se como alternativa aos método de analise
de transitorios em sua versdo com fator de atrito constante, entretanto, apesar de retratar
realisticamente a expressdo matematica do evento fisico, a diferenca (pouco significativa)
observada entre os resultados produzidos pelas duas modela¢Ges ndo indica que deva ser promovida
nenhuma mudanga no tratamento que vem sendo dado a andlise dos transitorios nas Ultimas
décadas.

Admitir o fator de atrito constante ou variavel, dependente da vazdo do escoamento,
continuard trazendo bons resultados e, principalmente, a favor da seguranca, na analise dos
transitorios hidraulicos em engenharia. Este fato é de facil comprovacdo, uma vez que a ocorréncia
da reversdo do gradiente longitudinal de pressdo associada a reversdo do sentido do perfil de
velocidades, instante no qual o fator de atrito € matematicamente nulo, mas a tensdo de
cisalhamento ndo é, ocorre em uma fracdo de tempo, comparada a toda a duragdo do transitério
hidraulico.
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