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Resumo – Nos grandes centros urbanos, densamente povoados e com solos impermeabilizados por 

camadas de concreto, é comum a utilização de reservatórios subterrâneos de captação da água 

precipitada. Estes reservatórios são estruturas que armazenam temporariamente o volume de águas 

pluviais garantindo o tempo de recuperação dos solos e redução das enchentes urbanas, devido ao 

controle das vazões lançadas na rede de drenagem. Este artigo apresenta a simulação hidráulica de 

um reservatório usando o sistema de equações que modelam o escoamento bidimensional em águas 

rasas, desprezando as tensões tangenciais. Para solucionar as equações foi utilizado uma malha 

retangular e o método dos volumes finitos. A solução do sistema de equações linearizadas, foi 

obtida por implementação computacional do método iterativo de Gauss Seidel. Para validação 

numérica do modelo fez-se o estudo do escoamento em um reservatório subterrâneo com pilares 

internos, cuja vazão é gerada pela abertura de duas comportas de saída. O código desenvolvido 

possibilita a análise temporal do volume e da vazão no reservatório, a interpretação gráfica do 

fenômeno físico investigado e o cálculo da precisão do modelo. Os resultados obtidos mostram boa 

precisão, estabilidade, baixo custo computacional e a interpretação física esperada. 
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HYDRODYNAMIC MODEL FOR TEMPORAL ANALYSIS OF VOLUME IN 

A RAINWATER RESERVOIR 

 
Abstract – In large, densely populated urban centers with soil layers of concrete, it is common to 

use underground reservoirs to collect precipitated water. These reservoirs are structures that 

temporarily store the volume of rainwater, guaranteeing the recovery time of soils and reducing 

urban floods, due to the control of the flows released in the existing drainage network. This paper 

presents the hydraulic simulation of a reservoir using the system of equations that model the two 

dimensional flow in shallow water, neglecting the tangential tensions. To solve the equations, a 

rectangular mesh and the finite volume method were used. The solution of the system of linearized 

equations was obtained by computational implementation of the Gauss Seidel iterative method. For 

numerical validation of the model, the study of the flow in an underground reservoir with internal 

pillars, whose flow is generated by the opening of two outlet gates. The developed code allows the 

temporal analysis of the volume and the flow in the reservoir, the graphical interpretation of the 

investigated physical phenomenon and the calculation of the precision of the model. The results 

obtained show good precision, stability, low computational cost and the expected physical 

interpretation. 
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INTRODUÇÃO 

Segundo Cruz e Tucci (2007) e Mota (1997), a urbanização das cidades, e consequente 

aumento nas construções de edificações e execução de pavimentação, torna o solo impermeável, 

trazendo grandes implicações sobre o escoamento das águas, como a ocorrência ou agravamento 

das enchentes urbanas. 

Uma possível solução para o problema das enchentes é o controle do escoamento na fonte, 

através de reservatórios de detenção. Drumond et al. (2014) e Cruz et al. (1998) definem tais 

reservatórios (ou piscinões), como estruturas de acumulação temporária da água da chuva que 

auxiliam na redução das enchentes urbanas. As águas pluviais podem ser conduzidas e armazenadas 

nos reservatórios e após a secagem do solo, estas águas são lançadas, por estruturas de descarga dos 

reservatórios, na rede de drenagem. 

Desta forma, é evidente a importância dos reservatórios na detenção da água pluvial e no 

controle da vazão de despejo. No entanto, Oliveira  et al. (2016) apontam a dificuldade que há na 

medição de vazões em cursos d’água, principalmente em situações com rápida alteração do nível, 

altas velocidades e difícil acesso. Sendo assim, na maioria dos casos, recorre-se a modelagem 

hidrodinâmica apoiada pela simulação computacional para obtenção do conhecimento prévio do 

comportamento hidrodinâmico dos reservatórios e das variáveis hidrodinâmicas envolvidas, 

utilizando sistemas de equações diferenciais parciais que descrevem matematicamente o 

escoamento de fluidos segundo as leis fundamentais da física. 

Conforme Souza et al. (2006), o avanço da capacidade dos computadores nos últimos anos e o 

estudo das técnicas numéricas impulsionaram o crescimento substancial da modelagem numérica 

como ferramenta de estudo dos escoamentos. 

Pode-se simular o escoamento bidimensional de um fluido, utilizando a formulação geral das 

equações de águas rasas que auxiliam na análise de diversos problemas da engenharia hidráulica e 

ambiental. 

No entanto, conforme apontado por Silva et al. (2016) a obtenção de uma solução para as 

equações de águas rasas é um problema relativamente difícil, pois sua formulação envolve termos 

não lineares, o que impossibilita a utilização de um método analítico. Recorre-se então, a utilização 

de métodos numéricos que linearizam tais equações, tornando possível a utilização de códigos 

computacionais na obtenção da solução numérica. 

Neste artigo, apresenta-se um modelo matemático desenvolvido para simular o escoamento 

bidimensional transiente de água em um reservatório retangular com pilares, utilizando uma 

formulação simplificada das equações de águas rasas. O método dos volumes finitos é usado na 

discretização espacial em conjunto com um esquema totalmente implícito de discretização 

temporal. O objetivo é avaliar a variação do volume, a descarga da água e o campo de velocidades 

em tornos dos pilares no reservatório de forma transiente e em duas direções. 

Justifica-se esta pesquisa pela necessidade de previsão e monitoramento de vazões em 

reservatórios subterrâneos com pilares. A escolha do método se dá por sua potencialidade e 

robustez na simulação numérica de escoamentos de fluidos. A implementação numérica foi 

realizada em linguagem FORTRAN devido a sua alta capacidade de cálculo e armazenamento de 

dados. 

MODELO MATEMÁTICO 

O sistema de equações que governa o escoamento incompressível bidimensional transiente em 

águas rasas pode ser obtido pela integração ao longo da profundidade das equações de transporte 
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tridimensionais (quantidade de movimento e conservação de massa), deduzidas em Vreugdenhil 

(1994). Desta integração, surgem as equações de águas rasas, descritas em Mahmood and Yevjevich 

(1975) e Silva et al. (2016): 
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onde ℎ(𝑚) é a profundidade da água no reservatório, 𝑢(𝑚/𝑠) e  𝑣(𝑚/𝑠) são as componentes da 

velocidade do escoamento, 𝑔(𝑚/𝑠2) é a aceleração da gravidade e  𝑡(𝑠) é o tempo, e são 

consideradas as seguintes premissas: (i) a velocidade vertical é pequena e sua aceleração 

correspondente pode ser negligenciada; (ii) as tensões tangenciais são consideradas desprezíveis; 

(iii) a pressão é considerada hidrostática; (iv)  não há variação na topografia do fundo; (v)  a seção 

transversal é sempre retangular; (vi)  não há rugosidade no fundo;  (vii)  não existem contribuições 

laterais ao escoamento; (viii)  não há variações significantes da massa específica nem da 

viscosidade do fluido ao longo do tempo e do espaço. 

As equações (1) – (3) são classificadas como equações diferenciais parciais hiperbólicas e 

requerem para sua solução condições iniciais e de contorno para as variáveis ℎ, 𝑢 e 𝑣.  

Condições Iniciais 

É preciso definir tanto o nível ℎ no reservatório quanto as componentes 𝑢, 𝑣 da velocidade do 

escoamento, em todos os pontos do domínio, no instante inicial da simulação. 

Condições de Contorno 

É necessário conhecer a vazão e o nível da lâmina d’água nos contornos do domínio 

bidimensional. Considera-se que o nível da água é igual à altura no centro do volume de controle 

mais próximo dentro do domínio tanto nas fronteiras externas (paredes e saídas) quanto nas 

fronteiras internas (contorno dos pilares). Para análise do fluxo, as paredes e os pilares são 

considerados impermeáveis. Deste modo, não havendo uma saída para descarga d’água ou em torno 

dos pilares, as componentes da velocidade são nulas.  Para impor a vazão controlada nas saídas do 

reservatório, considera-se, como em Silva et al (2016), dispositivos de despejo, cuja vazão é 

prescrita e expressa matematicamente em função do nível da água nas saídas e do coeficiente de 

descarga. 

MODELO NUMÉRICO E COMPUTACIONAL 

A discretização do sistema de equações (1) – (3) foi obtida usando o método dos volumes 

finitos, apresentado por Versteeg and Malalasekera (2007). O domínio bidimensional é 

transformado numa malha retangular discreta que possui espaçamentos ∆𝑥, ∆𝑦 nas direções 

𝑥, 𝑦, respectivamente. Os pontos discretos da malha 𝑊, 𝑃, 𝐸 (de oeste para leste) estão separados 

pela distância ∆𝑥, e os pontos 𝑆, 𝑃, 𝑁 (de sul para norte) por ∆𝑦.  

O volume de controle genérico desta malha é um retângulo centrado em 𝑃 com área  ∆𝑥∆𝑦 e 

fronteiras localizadas a meia distância dos centroides vizinhos, nas faces oeste (𝑤), leste (𝑒), sul 

(𝑠) e norte (𝑛). O método dos volumes finitos consiste da integração espacial e temporal das 
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equações do modelo sobre um volume de controle arbitrário. Os valores das variáveis são obtidos 

nos centroides dos volumes de controle da malha, usando um código computacional que faz uma 

varredura na malha, indexando as variáveis de acordo com o centroide no qual são calculadas. 

Nesta indexação, identifica-se o ponto 𝑃 como (𝑖, 𝑗) e os centroides  𝑊, 𝐸 por (𝑖 − 1, 𝑗), (𝑖 + 1, 𝑗), 

respectivamente. Da mesma forma, os centroides 𝑆, 𝑁, são descritos por (𝑖, 𝑗 − 1) e (𝑖, 𝑗 + 1).  

Na integração espacial no sistema de equações (1) - (3), as variáveis nas faces 𝑤, 𝑒, 𝑠, 𝑛 do 

volume de controle são obtidas por interpolação. Para os termos convectivos, utiliza-se uma 

combinação da interpolação central com a upwind, identificando o sinal das componentes das 

velocidades nas faces com os coeficientes i ´s. A descrição destes esquemas de interpolação, 

notação e possíveis formulações para integração temporal, podem ser encontrados com detalhes em 

Silva et al (2016).  

 Adotando uma formulação totalmente implícita na integração temporal, a discretização 

obtida para o sistema (1) - (3) via método dos volumes finitos é dada por: 

,hPShSNhNWhWEhEPhP bhahahahaha                                                           (4) 

 ,uPSuSNuNWuWEuEPuP buauauauaua                                                         (5) 

,vPSvSNvNWvWEvEPvP bvavavavava                                                             (6) 

cujos coeficientes das variáveis no centroide 𝑃 são dados por: 
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e os coeficientes das variáveis nos centroides vizinhos  a 𝑃  são  obtidos  a partir das equações (11) 

e  (12) trocando o sinal dos coeficientes i ´s .  

 A solução do sistema de equações lineares (4) – (6) é obtida computacionalmente usando o 

método iterativo de Gauss Seidel. Para estabelecer um critério de parada no processo iterativo do 

método de Gauss Seidel, computou-se o resíduo global, em função dos resíduos 𝑟ℎ, 𝑟𝑢, 𝑟𝑣 

(diferença entre os termos da direita e da esquerda das equações (4), (5) e (6), respectivamente) e do 

número total de nós da malha, com tolerância de 10−5 e número máximo de iterações 𝑖𝑡𝑚𝑎𝑥 =
1000.  
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ESTUDO DE CASO 

Segundo a ABCP (2017), os reservatórios subterrâneos geralmente são projetados para zonas 

urbanas altamente povoadas, onde não há lugar para armazenar grandes volumes de água.  Estes 

reservatórios geralmente são construídos com pilares de sustentação, conforme Figura 1. 

 

Figura 1 – Modelo de reservatório subterrâneo apresentado em ABCP (2017). 

  

Em Silva et al (2016) é adotado  um esquema explícito de volumes finitos na linearização das 

equações de águas rasas para simulação computacional de vazão num reservatório quadrado  com 

duas saídas, desprezando a hipótese de pilares em seu interior. Por se tratar de um esquema 

explícito, consideram-se espaçamentos reduzidos (∆𝑥 = ∆𝑦 = 0.05 𝑚, e  ∆𝑡 = 0.00001 𝑠). No 

entanto, a solução numérica obtida mostra-se instável, com tempo máximo de simulação igual a 

29.115 𝑠, restando no reservatório um volume de 98,03 𝑚3. 

Neste trabalho, busca-se apresentar um estudo de caso mais próximo da realidade, 

considerando um reservatório subterrâneo retangular (10𝑚 x 7𝑚), com nove pilares de sustentação 

em seu interior, conforme Figura 2. Para simulação completa do esvaziamento, utiliza-se o modelo 

numérico descrito pelas equações (4) – (6), obtido por um esquema implícito de volumes finitos. 

  
(a)                                                                                           (b) 

Figura 2 –(a) Esboço de reservatório de contenção subterrâneo com pilares internos e dispositivos de despejo, 

                         (b) Malha usada na simulação de vazão com contornos internos (pilares) e externos (paredes e saídas). 

 

            Inicialmente considera-se que a água no reservatório está em repouso e o nível da superfície 

da água em todo reservatório é de 5 m de altura. Como as paredes e os pilares são impermeáveis, a 

vazão d’água armazenada se dá somente nas saídas, pela abertura de dispositivos controladores da 

descarga. Esta vazão, descrita pelas componentes da velocidade do escoamento nas aberturas leste e 

norte, é dada por:  

          𝑢(10, 𝑦, 𝑡) = 𝐶√2𝑔ℎ(10, 𝑦, 𝑡) ,    𝑣(10, 𝑦, 𝑡) = 0,    𝑡 ≠ 0, 5 ≤ 𝑦 ≤ 6,                     (13) 

          𝑢(𝑥, 7, 𝑡) = 0,           𝑣(𝑥, 7, 𝑡) = 𝐶√2𝑔ℎ(𝑥, 7, 𝑡) ,    𝑡 ≠ 0, 5 ≤ 𝑥 ≤ 6,                          (14)  

sendo 𝐶 = 0.1 o coeficiente de descarga, ℎ(𝑚) o nível d’água e 𝑔(𝑚/𝑠2) a aceleração da 

gravidade. 
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VALIDAÇÃO NUMÉRICA 

Para validação da solução numérica obtida fez-se a análise da consistência das equações 

discretizadas e verificou-se a estabilidade e convergência do método empregado. 

Na análise da consistência, expandem-se em série de Taylor as variáveis descritas nos 

centroides 𝐸, 𝑊, 𝑁, 𝑆 em torno de 𝑃, nas equações linearizadas, calculando o limite com os 

espaçamentos espacial e temporal tendendo a zero. Deste modo, as equações de águas rasas são 

recuperadas a partir do modelo discreto. Exemplos são apresentados em Fortuna (2000). 

Quanto à estabilidade, Fortuna (2000) afirma que um método numérico estável é aquele no 

qual quaisquer erros ou perturbações não são amplificados. Por tratar-se de um problema transiente, 

resolvido por um método iterativo, deve-se garantir que a solução numérica é limitada e que 

conforme as iterações progridem, os resultados se aproximam cada vez mais da solução real do 

sistema de equações. Com este intuito, estabeleceram-se condições iniciais e de contorno 

condizentes com o fenômeno físico investigado e programou-se computacionalmente a solução do 

sistema de equações linearizadas por um método implícito, que em geral é incondicionalmente 

estável. Observa-se, com o passar do tempo, que as componentes das velocidades, o nível e o 

volume total no reservatório tornam-se cada vez menores, garantindo assim o esvaziamento total do 

reservatório, sem que haja instabilidade numérica ou acúmulo de erros na simulação transiente. 

A convergência do método é obtida por refinamento da malha espacial e comparação da 

solução numérica com uma estimativa da solução analítica, obtida por extrapolação de Richardson. 

Verifica-se que quanto menor o comprimento e largura dos volumes finitos da malha, ℎ = ∆𝑥 = ∆𝑦, 

menor é o erro relativo no cálculo do volume 𝑉 no reservatório, conforme Tabela 1. 

Tabela 1. Análise da convergência do método 

ℎ  

(∆𝑥 = ∆𝑦) 

Erro Estimado 

|𝑉∞ − 𝑉| 
Erro Relativo 

|𝑉∞ − 𝑉|/𝑉 

1/3 2,383732. 101 7,4142144. 10−2 

1/9 1,045671. 101 3,1499428. 10−2 

1/27 1,476600. 100 4,4283606. 10−3 

1/81 1,48200. 10−2 4,4447528. 10−5 

  

RESULTADOS 

O código elaborado permite a validação da solução numérica e comprova a fidelidade do 

modelo hidrodinâmico com o fenômeno de esvaziamento temporal do reservatório e escoamento da 

água em torno dos pilares. Para a análise visual adota-se ∆𝑡 = 0.001 𝑠 e uma malha estruturada, 

com ∆𝑥 = ∆𝑦 = 0.05 𝑚.  Como a vazão nas saídas é dependente do nível ℎ, quanto menor a altura 

da água no reservatório menor é a intensidade do escoamento e consequentemente, menor é a 

variação de ℎ. Deste modo, adota-se como critério de parada no código o mínimo ℎ = 0.0001 𝑚. 

Devido aos dispositivos de descarga, observam-se inicialmente ondas de pequena elevação no 

reservatório e um declive expressivo do nível da água já nos primeiros 220 𝑠 de simulação, 

conforme Figura 3. 

A Figura 4 mostra a intensidade e a direção do escoamento em todos os pontos do 

reservatório para 𝑡 = 2.0 𝑠, evidenciando o fluxo em torno dos pilares. Nota-se maior intensidade 

do fluxo nas saídas com propagação para todo o reservatório ao longo do tempo e o esperado 

contorno do fluxo em torno das fronteiras internas.  
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(a) 𝑡 = 0.1 𝑠                                                                              (b) 𝑡 = 1.0 𝑠                                                                               

 

 

 

(c) 𝑡 = 10.0  𝑠                                                                             (d) 𝑡 = 220.0 𝑠                                                                                                                                                          
 

Figura 3 – Nível da água no reservatório em diferentes instantes de tempo 

 

 
 

Figura 4 – (a) Campo de velocidade do escoamento no reservatório em  𝑡 = 2.0  𝑠, 

                                               (b) Fluxo em torno do pilar central em 𝑡 = 2.0  𝑠. 

 

CONCLUSÕES 

            O modelo hidrodinâmico apresentado neste artigo simula de maneira eficiente o escoamento 

bidimensional num reservatório subterrâneo com pilares em seu interior, permitindo a previsão do 

tempo de esvaziamento e controle das vazões de despejo. A incorporação de condições de contorno 

apropriadas foi essencial para fidelidade ao modelo físico analisado. O esquema de discretização 

implícito se mostrou superior ao esquema explícito apresentado em Silva et al (2016), com relação 

ao tempo de simulação do escoamento e estabilidade. Este modelo pode ser acoplado a um modelo 

de transporte de poluentes para análise da variação da massa específica da mistura no reservatório. 
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