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MODELO MISTO PARA GERAÇÃO ESTOCÁSTICA DE PRECIPITAÇÃO 

DIÁRIA COM EMPREGO DE UMA DISTRIBUIÇÃO LIMITADA 

SUPERIORMENTE NA DESCRIÇÃO DE EVENTOS EXTREMOS 
 

Veber Costa1* & Wilson Fernandes2 

 

Resumo – Uma alternativa frequentemente empregada para se lidar com a disponibilidade limitada 

de dados é a geração estocástica de precipitação diária. Em linhas gerais, essa classe de métodos faz 

uso de características amostrais para produzir séries sintéticas, tão longas quanto se queira, que 

guardem semelhança estatística com a amostra original e ao, mesmo tempo, permitam a observação 

de um conjunto mais significativo de eventos extremos. Neste artigo propõe-se um modelo misto de 

geração que utiliza uma distribuição de probabilidades limitada superiormente na modelagem de 

chuvas extremas. O uso de um modelo superiormente limitado se baseia na hipótese que os volumes 

precipitados possuem um limite físico, em função dos processos de formação de tormentas em 

condições extremas. É possível observar que o modelo proposto reproduz de maneira adequada as 

estatísticas amostrais em análise, em especial elevados coeficientes de assimetria na estação seca, 

para os quais a literatura frequentemente reporta limitações de modelos de geração de precipitação 

diária. Além disso, as alturas máximas de precipitação diária são coerentes com aquelas observadas. 

O modelo proposto possibilitou introduzir, na estrutura de análise Bayesiana, considerações físicas a 

respeito de um possível limite superior, baseadas no conhecimento dos processos meteorológicos de 

formação de chuva em condições extremas. 
 

Palavras-Chave – geração estocástica de precipitação diária; distribuições limitadas superiormente; 

análise Bayesiana. 

 

A MIXED MODEL FOR STOCHASTIC DAILY RAINFALL GENERATION 

USING AN UPPER-BOUNDED DISTRIBUTION FUNCTION FOR 

DESCRIBING EXTREME EVENTS 
 

Abstract – A frequently employed alternative for dealing with limited data availability is the stochastic 

generation of daily precipitation. In general terms, this class of methods makes use of sample characteristics 

for producing synthetic series, as long as one wishes, which maintain statistical similarity with the original 

sample and, at the same time, allow the observation of a more significant set of extreme events. In this paper, 

we propose a mixed generation model that uses an upper-bounded distribution function for modeling extreme 

rainfall quantiles. The use of an upper-bounded model is based on the assumption that precipitation volumes 

have a physical limit, which depends on the processes of storm formation under extreme conditions. It is 

possible to observe that the proposed model adequately reproduces the sample summary statistics, particularly 

the high values of the coefficient of skewness in the dry season. Many papers in the literature report the limited 

ability of a wide class of methods for daily rainfall generation in reproducing such a statistic. In addition, the 

maximum daily precipitation heights are consistent with those observed. The proposed model made it possible 

to introduce, in the structure of Bayesian of analysis, physical considerations regarding a possible upper bound, 

based on the knowledge of the meteorological processes of rain formation under extreme conditions. 

 

Keywords – geração estocástica de precipitação diária; distribuições limitadas superiormente; análise 

Bayesiana. 
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INTRODUÇÃO 

Séries suficientemente longas de registros de precipitação diária são necessárias para estudos 

de gestão de recursos hídricos, estabelecimento de diretrizes de projeto e avaliação de risco de grandes 

estruturas hidráulicas, e caracterização e predição de secas. Contudo, as amostras disponíveis são, de 

maneira geral, de tamanho reduzido, o que torna complexa a modelagem de processos hidrológicos 

associados à precipitação e introduz grandes incertezas à estimação de quantis de chuva, em especial 

aqueles com menor probabilidade anual de superação. Uma alternativa frequentemente empregada 

para se lidar com a disponibilidade limitada de dados é a geração estocástica de precipitação diária. 

Em linhas gerais, essa classe de métodos faz uso de características amostrais, tais como média, desvio 

padrão, coeficiente de assimetria e correlação temporal, para produzir séries sintéticas, tão longas 

quanto se queira, que guardem semelhança estatística com a amostra original e ao, mesmo tempo, 

permitam a observação de um conjunto mais significativo de eventos extremos. 

Geradores estocásticos têm sido empregados desde os anos 1950 e, ao longo das últimas 

décadas, várias técnicas de simulação foram desenvolvidas (Gabriel e Neumann, 1962; Katz, 1974, 

1977; Richardson, 1981; Stern e Coe, 1984; Wilks, 1998; Li et al., 2012). Apesar do uso difundido, 

os modelos usuais de geração estocástica de chuva têm sido objeto de críticas relacionadas à 

modelagem de eventos extremos. Modelos paramétricos, em geral, empregam distribuições 

ilimitadas, que representam adequadamente o núcleo das distribuições, mas são inaptas a descrever a 

cauda superior das mesmas (Sharif e Burn, 2006; Li et al., 2012). No caso de distribuições com cauda 

superior exponencial, probabilidades reduzidas são atribuídas àqueles eventos de maior magnitude, 

subestimando sua frequência de ocorrência. O uso de distribuições com cauda superior 

subexponencial incorre no problema oposto, uma vez que alturas de chuva excepcionalmente altas, 

possivelmente incompatíveis com os processos físicos de formação de tormentas severas, podem ser 

geradas com relativa frequência. Modelos não paramétricos convencionais, por outro lado, possuem 

capacidade limitada de extrapolação dos valores observados, o que constitui um grande problema se 

o foco da análise são eventos de ocorrência mais rara (Rajagopalan e Lall, 1999). 

Neste artigo propõe-se um modelo misto de geração que utiliza uma distribuição de 

probabilidades limitada superiormente na modelagem de chuvas extremas. O uso de um modelo 

superiormente limitado se baseia na hipótese que os volumes precipitados possuem um limite físico, 

em função dos processos de formação de tormentas em condições extremas. Estudos recentes 

(Elíasson, 1994, 1997; Takara e Loebis, 1996; Takara e Tosa, 1999; Vogel et al., 2001, 2007; Douglas 

e Vogel, 2006; Botero, 2006; Fernandes et al., 2010, Costa et al., 2015) têm demonstrado que a 

incorporação de um limite superior, cujo valor excede de maneira significativa o máximo observado, 

pode melhorar as estimativas de quantis extremos, em virtude da descrição mais adequada da cauda 

superior da distribuição de precipitações e vazões máximas, e pode reduzir as incertezas decorrentes 

da inferência. 

O MODELO MISTO PARA GERAÇÃO ESTOCÁSTICA DE PRECIPITAÇÃO DIÁRIA 

A estratégia de modelagem proposta neste trabalho combina métodos paramétricos e não 

paramétricos na estrutura de um modelo misto para geração estocástica de precipitação diária. A ideia 

subjacente ao modelo é similar àquela dos modelos híbridos paramétricos, i.e, diferentes processos 

físicos de formação de chuva são modelados sob interpretações probabilísticas distintas. O modelo 

misto é derivado de um processo de Markov de primeira ordem, descrito por uma matriz de 

probabilidade de transição com 3 estados, os quais representam dias secos (d), dias úmidos (w) e dias 

com chuvas extremas (e). Tais estados têm por objetivo permitir que diferentes estratégias de 

inferência sejam aplicadas aos dias com chuvas moderadas e aqueles com chuvas extremas. As 
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probabilidades de transição são estimadas para o passo de tempo diário, por meio da frequência 

empírica de ocorrência de transição entre estados.  

A simulação de alturas de chuvas moderadas é baseada na técnica não paramétrica 

reamostragem Bootstrap (Efron, 1979), segundo a qual cada registro observado possui a mesma 

massa de probabilidade pX(x). A reamostragem é realizada no interior de janelas móveis, centradas 

no dia de interesse e simetricamente dispersas em torno do mesmo, e cujo tamanho é definido pelo 

modelador. Os volumes de precipitação mais extremos são modelados sob a perspectiva paramétrica, 

com auxílio de uma modelo distributivo limitado superiormente, qual seja, a distribuição lognormal 

de 4 parâmetros (LN4), introduzida por Slade (1936), com vistas a se permitir a extrapolação a quantis 

de reduzida probabilidade de superação e, ao mesmo tempo, restringir as alturas geradas a uma faixa 

fisicamente plausível. A função densidade de probabilidade de uma variável aleatória X, distribuída 

segundo o modelo LN4 e denotada por 𝑋~𝐿𝑁4(𝜇, 𝜎, 𝛼), com parâmetro de posição 𝜇 ∈ ℜ, 

parâmetro de escala 𝜎 ∈ ℜ+, limite inferior nulo e limite superior 𝛼 ∈ ℜ+, é expressa por: 

𝑓𝑋(𝑥|𝛩) =
𝛼

𝑥(𝛼−𝑥)𝜎√2𝜋
𝑒𝑥𝑝 {

1

2𝜎2
× [𝑙𝑛 (

𝑥

𝛼−𝑥
) − μ]

2

} , 0 < x < α   (1) 

A estimação de parâmetros do modelo LN4 é efetuada segundo a escola Bayesiana de inferência 

estatística, a qual preconiza a eliciação de distribuições a priori para os parâmetros do modelo 

probabilístico. Dos parâmetros da distribuição LN4, aquele que apresenta uma relação física evidente 

com os fenômenos hidrometeorológicos que controlam a formação de precipitação sob condições 

extremas e permitem a construção de uma distribuição a priori informativa é o limite superior 𝛼. 

Nesse caso, pode-se resumir a incerteza a priori por meio da agregação de informação regional de 

estimativas de Precipitação Máxima Provável (PMP) diária, a qual representa a síntese determinística 

da tormenta mais severa passível de ocorrência em uma dada bacia. A interpretação dos parâmetros 

 e , em termos hidrometeorológicos, não é trivial. Diante disso, a opção é se utilizar distribuições 

a priori não informativas, as quais não agregam conhecimento prévio à análise. A distribuição 

conjunta a posteriori é explorada com auxílio de algoritmos baseados em simulações de Monte Carlos 

via cadeias de Markov (MCMC) e, a partir de estimativas a posteriori pontuais dos parâmetros, 

estabelece-se a função de quantis que controla o módulo paramétrico do gerador misto. 

Em resumo, o processo de geração estocástica de precipitação diária se dá da seguinte maneira: 

1. As probabilidades de transição condicionais, para cada dia do ano, são estimadas a partir da 

série histórica; 

2. Para cada passo de tempo, um número aleatório no intervalo (0,1) é gerado de uma 

distribuição uniforme. Tal número define o estado de ocorrência de chuva no dia atual em 

função do estado do dia anterior; 

3. Para a cadeia de Markov construída na etapa anterior, um vetor de alturas de chuva é 

estimado, considerando-se diferentes abordagens de inferência em função da magnitude das 

chuvas; e 

4. O procedimento é repetido até que o número desejado de séries sintéticas seja simulado. 

A avaliação de desempenho do modelo misto se baseia na comparação de um conjunto de 

estatísticas amostrais relacionadas às séries sintéticas e observadas, ambas com mesmo tamanho, para 

cada mês do ano. Segundo Srikanthan e Pegram (2009), as estatísticas avaliadas devem contemplar: 

(a) média; (b) desvio padrão; (c) coeficiente de assimetria; (d) número médio de dias chuvosos; e (e) 

altura máxima anual de precipitação diária. Em virtude da natureza aleatória do gerador, a 

comparação direta entre uma realização do processo estocástico e a série observada pode não refletir 
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as estatísticas amostrais de maneira acurada. Devido a esse fato, é necessário que um número elevado 

de séries sintéticas seja simulado no gerador, de maneira que as características médias das séries 

geradas guardem semelhança com aquelas efetivamente observadas. Tal abordagem fornece ainda 

meios triviais para a estimação das incertezas na modelagem. As métricas de desempenho, à exceção 

dos máximos anuais, devem ser avaliadas também nos casos em que as séries geradas tenha tamanhos 

distintos da série original, casos esses contemplados em simulações de cheias com elevados tempos 

de retorno por meio de modelagem hidrológica. 

ESTUDO DE CASO 

O modelo misto de geração estocástica foi empregado na simulação da precipitação diária na 

bacia do rio Pará, no estado de Minas Gerais. A escolha dessa bacia foi fundamentada na grande 

disponibilidade de registros pluviométricos e também na existência de outros estudos de geração 

estocástica de chuva, baseados em abordagens estritamente paramétricas. A sub-bacia do rio Pará 

possui uma área de drenagem de 1620𝑘𝑚2, na qual o curso d’água principal se desenvolve por 76 

km até alcançar a estação fluviométrica de Ponte do Vilela, localizada à montante da represa de 

Carmo do Cajuru. O monitoramento pluviométrico na bacia foi iniciado na década de 1930 e tem sido 

realizado continuamente desde então pela Companhia Energética de Minas Gerais (CEMIG) e pela 

Agência Nacional de Águas (ANA). Para o presente estudo de caso, foram empregadas 3 estações 

fluviométricas, a saber, Carmo da Mata (código 2044005; 2044042), Fazenda Campo Grande (código 

2044009) e Itaguara (código 2044036). A chuva média espacilizada na bacia foi estimada pelo 

método dos polígonos de Thiessen. O período de dados considerado se estende por 61 anos, entre 

1941 a 2002. 

Para a eliciação da distribuição a priori do limite superior , foram empregadas estimativas de 

PMP estatística (Hershfield, 1965), calculadas em 118 estações pluviométricas dispersas no estado 

de Minas Gerais. A Figura 1 apresenta um histograma de frequências das referidas estimativas. A 

análise do histograma mostra que o mesmo é ligeiramente assimétrico à direita (=0,25), o que torna 

distribuições com essa característica, tais como a gama, candidatas razoáveis para a modelagem das 

estimativas de PMP. A distribuição dessas estimativas obviamente não constitui a distribuição a 

priori para o limite superior, uma vez que as mesmas foram realizadas em regiões com diferentes 

características climáticas e hidrometeorológicas. Contudo, ao se assumir que o padrão de variação do 

limite superior é similar ao das estimativas de PMP, parece razoável supor que a distribuição gama 

também seja adequada a resumir a priori a incerteza acerca do limite superior. 
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Figura 1 – Histograma de frequência das estimativas de PMP diária em Minas Gerais 

Uma vez que não há um conjunto de estimativas de PMP diária na bacia, não é possível se 

estimar os dois parâmetros da distribuição gama pelo método dos momentos. Entretanto, pode-se 

descrever a referida distribuição a partir de uma estimativa do coeficiente de variação regional, 𝐶𝑉𝛼, 

uma vez que, o parâmetro de escala da distribuição gama é 𝜌̂𝛼 = 𝐶𝑉𝛼
−2, e uma conjuntura sobre a 

probabilidade de não-excedência da estimativa local de PMP, considerando que o parâmetro de forma 

do referido modelo probabilístico, 𝛽𝛼, deve ser tal que 𝑃(𝛼 ≤ 𝑃𝑀𝑃|𝜌𝛼 , 𝛽𝛼) = 𝑝, tal como proposto 

por Fernandes et al. (2010). Tal probabilidade é obtida pela sua posição de plotagem no conjunto de 

estimativas empregadas na análise regional. 𝐶𝑉𝛼 pode ser estimado pelo coeficiente de variação do 

conjunto de 118 estimativas de PMP, que, para a região de estudo, corresponde a 0,154. A 

probabilidade de não-excedência foi obtida pela associação de uma posição de plotagem à estimativa 

local de PMP, 340 mm. Empregando-se a fórmula de posição de plotagem de Weibull, tem-se uma 

probabilidade de não-excedência empírica igual a 0,051. Dessa forma, a distribuição a priori para o 

limite superior é 𝐺𝐴𝑀𝐴(42,166; 0.094), A distribuição a posteriori dos parâmetros foi explorada 

com auxílio de algoritmos MCMC. Para tanto, considerou-se o burn-in de aproximadamente 35.000 

iterações, segundo a estatística de Brooks-Gelman-Rubin, e um lag igual a 50, com intuito de se obter 

uma amostra não correlacionada. A Tabela 1 apresenta um sumário da inferência a posteriori com 

relação a oriunda de uma amostra final de tamanho 50.000. 

Tabela 1 – Resumos das estatísticas a posteriori do limite superior  

Modelo Média DP CV 95% HPDa 

I 450,6 21,2 0,047 (323,3;589,8) 

II 8,3x107 8,9x107 1,072 (4,2x104;2,9x108) 

a 95% HPD – Intervalo de maior densidade a posteriori (intervalo de credibilidade de 95%) 

A inicialização do modelo misto de geração de precipitação diária requer a definição do limiar 

entre chuvas moderadas e extremas. Com intuito de se estabelecer a cauda superior das precipitações 

máximas, empregou-se um gráfico Mean Excess Plot, o qual sugere um valor de aproximadamente 

80mm para o limiar. Com relação às janelas de reamostragem, foram testadas amplitudes variando 

entre 8 e 28 dias. A janela de 8 dias se mostrou apta a representar a média das chuvas diárias, mas 

não a variância, em especial na estação chuvosa. Já as janelas de 14 e 28 dias apresentaram 
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comportamento similar na reprodução das referidas estatísticas: tanto a média quanto a variância 

foram adequadamente simuladas. Uma vez que a janela de 14 dias requer menor esforço 

computacional, a mesma foi selecionada para as análises posteriores. Estabelecidas as condições 

iniciais, procedeu-se à geração de 1.000 séries de 61 anos, de maneira a se avaliar o desempenho do 

modelo na simulação das características amostrais. Os resultados são sintetizados na Figura 2. 

 

Figura 2 – Comparação das estatísticas das séries geradas com a séries observada para cada mês do ano. (a) chuva 

média diária; (b) altura máxima de chuva diária; (c) coeficiente de variação; (d) coeficiente de assimetria; (e) número 

médio de dias chuvosos. O eixo X representa os meses do ano. 

É possível observar que o modelo proposto reproduz de maneira adequada as estatísticas 

amostrais em análise, em especial elevados coeficientes de assimetria na estação seca, para os quais 

a literatura frequentemente reporta limitações de modelos de geração de precipitação diária. Além 

disso, as alturas máximas de precipitação diária, para cada mês do ano, são coerentes com aquelas 

observadas. Esse comportamento evidencia a adequação da estrutura proposta para o modelo, uma 

vez que os valores médios das precipitações máximas em meses secos se encontram sempre faixa não 

paramétrica de simulação, o que demonstra as pequenas probabilidades de ocorrência de chuvas 

extremas nos mesmos. Por outro lado, na estação chuvosa, as alturas máximas podem ser relacionadas 

a ambos os módulos do gerador, o que mostra a consistência do modelo na reprodução dos 

mecanismos físicos de formação de chuva.  

Uma aplicação adicional do modelo foi realizada com propósito de análise de frequência e 

avaliação da curva de quantis com relação àquelas obtidas com outros métodos, ainda que uma 

comparação direta entre modelos esteja fora do escopo deste estudo. Para tanto foram geradas séries 

de 10.000 anos considerando, além do gerador proposto, um modelo bipartido com a distribuição 

gama de dois parâmetros ajustada aos dados, o modelo de matriz de probabilidade de transição (MPT) 

derivado por Lima (2004), que emprega a distribuição generalizada de Pareto na modelagem do 

último estado, e um modelo não paramétrico, que simula as alturas de chuva por meio de ‘bootstrap’. 

As curvas de quantis obtidas com os quatro modelos são apresentadas na Figura 3. É possível observar 

que, ao menos para a presente aplicação, o modelo limitado forneceu um melhor ajuste aos dados, 

especialmente para menores tempo de retorno, para os quais os modelos ilimitados superestimam os 

quantis. Além disso, os modelos bipartido e de matriz de probabilidade de transição mostram uma 

tendência de crescimento pronunciado à medida que o tempo de retorno aumenta. Com efeito, o 
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quantil de 10.000 anos associado ao modelo de matriz de probabilidade de transição é da ordem de 

magnitude da estimativa de PMP diária na bacia, enquanto que aquele obtido com a distribuição gama 

é próximo ao máximo observado. Uma vez que não há registros de alturas de chuvas 

excepcionalmente elevadas, não se pode afirmar que os resultados fornecidos por esses modelos não 

são razoáveis. No entanto, o comportamento dos geradores paramétricos testados aponta para a 

geração de valores inconsistentes ao longo da simulação. Por fim, o modelo não paramétrico se mostra 

apto a reproduzir eventos com menor tempo de retorno, mas falha na representação dos eventos mais 

extremos, uma vez que atribui períodos de recorrências muito variados ao mesmo quintil de 

precipitação. 

 

Figura 3 - Curva de quantis para os 4 modelos de geração estocástica de precipitação diária 

CONCLUSÕES 

No presente artigo foi proposto um novo modelo para geração estocástica de precipitação diária. 

O modelo combina as abordagens paramétricas e não paramétricas com intuito de representar mais 

acuradamente os diferentes processos físicos de formação de chuva. O gerador foi aplicado com 

sucesso na simulação de precipitação diária na bacia do rio Pará, em Minas Gerais, reproduzindo as 

principais caraterísticas da série observada, no que concerne à ocorrência de chuva e às alturas 

precipitadas, em especial aquelas de maior magnitude, as quais, em geral, são inadequadamente 

descritas por modelos estabelecidos na literatura. O emprego de um modelo limitado impede a 

geração de valores fisicamente implausíveis, mesmo para períodos de retorno extremamente 

elevados.  

O modelo proposto aponta uma nova direção para a modelagem de eventos extremos. Com 

efeito, foi possível introduzir na estrutura de análise Bayesiana considerações físicas a respeito de um 

possível limite superior, baseadas no conhecimento dos processos meteorológicos de formação de 

chuva em condições extremas. Tal fato constitui um importante avanço com relação à modelagem 

tradicional, que se fundamenta em modelos essencialmente matemáticos, que, via-de-regra, se 

afastam dos fenômenos físicos à medida que tentam modelar eventos com menor probabilidade de 

superação. 
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