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Resumo – Eventos hidrológicos, tais como cheias ou estiagens, são fenômenos muito complexos onde 

podem interagir diversos fatores que geram certas consequências sociais ou ambientais. Porém, os 

estudos hidrológicos tradicionais, para avaliar a frequência e magnitude desses eventos, são feitos 

considerando uma única variável, o que pode apresentar dificuldades para definir as condições de 

risco existente. Dessa forma, é necessário avaliar como diversas variáveis hidrológicas ou climáticas 

podem interagir e influenciar de forma conjunta a ocorrência desse tipo de fenômeno. Recentemente, 

as funções cópula têm sido usadas para avaliar a dependência de variáveis hidrológicas, considerando 

diferentes tipos de correlação. Neste artigo apresenta-se uma revisão bibliográfica referente às 

análises na modelagem da dependência hidrológica, mostrando diferentes estudos e aplicação a partir 

do uso das funções cópula, para avaliar as condições de risco hidrológico. 

 

  Palavras-Chave – dependência hidrológica, risco hidrológico, funções cópula. 
 

 

 

HYDROLOGICAL DEPENDENCE MODELLING: A LITERATURE 

REVIEW    
 

Abstract – Hydrological events, such as floods or droughts, are complex phenomena where different 

factors can interact to generate social or environmental consequences. However, traditional 

hydrological studies to evaluate the frequency and magnitude of these events, considering a single 

variable, which may present difficulties in defining the existing risk conditions. Thus, it is necessary 

evaluate the relation of hydrological and climatic variables, and how these can influence the 

occurrence of hydrologic events. Recently, the copula functions have been used to model the 

dependence of hydrological variables, considering different types of correlation structure. This paper 

presents a literature review of hydrological dependence modeling, showing different studies and 

application based on copula functions to evaluate the hydrological risk. 
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INTRODUÇÃO  

 

Nos estudos hidrológicos, a análise de frequência é um dos métodos mais usados para avaliar 

eventos extremos. Nesse método, uma distribuição de probabilidade teórica é ajustada aos dados 

observados durante um período de tempo, definindo as probabilidades de ocorrência e a magnitude 

de uma variável de determinado período de retorno. Porém, na maioria dos casos, a análise de 

frequência é realizada considerando só uma variável hidrológica, que pode ser a vazão máxima anual 

ou a precipitação total anual, por exemplos. Nesse tipo de análise, as condições de risco hidrológico 

podem ser subestimadas ou superestimadas para o dimensionamento de obras hidráulicas, sabendo 

que eventos tais como cheias são fenômenos muito complexos, onde interagem diversos fatores 

hidrológicos e meteorológicos. Dessa forma, análises multivariadas permitem uma melhor 

aproximação das condições reais do risco para estudos hidrológicos ou dimensionamento de obras 

hidráulicas (Chebana e Ouarda, 2011).  

Na maioria das análises de frequência multivariada, a distribuição normal multivariada tem sido 

a mais usada para representar a probabilidade conjunta de duas ou mais variáveis hidrológicas. Para 

esses casos, as distribuições de probabilidade marginais têm que seguir um comportamento normal, 

razão pela qual são realizadas transformações nos dados que podem aumentar as incertezas. Outros 

estudos de análises de frequência têm sido realizados utilizando-se de outras distribuições de 

probabilidades. Hiemstra et al., (1976) trabalharam com funções log-normais bivariadas para 

relacionar a vazão máxima e o tempo de pico. Singh e Singh (1991) usaram a distribuição exponencial 

bivariada, e Yue (1999) estudou a distribuição normal bivariada, entre outras. Porém, o uso das 

distribuições multivariadas convencionais tem certas limitações e torna o estudo mais complexo para 

casos de mais de duas dimensões. 

Favre et al. (2004) mostram que para cada uma dessas distribuições de probabilidade, deve-se 

ter em conta as seguintes considerações: (1). As distribuições marginais devem ser da mesma família, 

(2) a complexidade para análises com mais de duas variáveis, e (3) os parâmetros das distribuições 

marginais são usados para modelar a dependência entre as variáveis aleatórias. Essas limitações 

podem ser evitadas a partir do uso das funções cópula, as quais permitem construir distribuições 

conjunta, a partir de duas ou mais distribuições de probabilidade marginais diferentes. 

Neste artigo, procura-se apresentar os principais trabalhos que avaliam as condições de 

dependência em variáveis hidrológicas a partir do uso das funções cópula, mostrando uma breve 

definição dessas funções e algumas aplicações feitas em hidrologia e em outras áreas da engenheira. 

FUNÇÕES CÓPULA  

 

O conceito das funções cópula foi introduzido por Sklar no ano 1959 (Sklar, 1959) e faz 

referência a uma função que pode unir duas ou mais funções de distribuição de probabilidade numa 

função distribuição de probabilidade conjunta. As funções cópula foram inicialmente desenvolvidas 

para análises financeiras. Porém, nos últimos anos essa abordagem tem sido aplicada a outras áreas 

da engenheira. Neste artigo, mostra-se de forma resumida a teoria das funções cópula e sua aplicação 

em hidrologia. Mais informação sobre funções cópula são descritas por Nelsen (1999) e Joe (1997). 

Considere-se duas variáveis aleatórias X e Y com função de probabilidade acumulada 𝐹𝑋(𝑥) =
𝑃[𝑋 ≤ 𝑥] e 𝐺𝑌(𝑦) = 𝑃[𝑌 ≤ 𝑦] respectivamente, com função de distribuição de probabilidade 

conjunta 𝐻𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑃[𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦]. Para cada par de valores (𝑥, 𝑦), pode-se associar uma 

probabilidade para 𝐹𝑋(𝑥) e 𝐺𝑌(𝑦) no intervalo I = [0,1], o qual permite definir o ponto [𝐹𝑋(𝑥), 𝐺𝑌(𝑦)] 
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no quadro unitário [0,1] x [0,1]. Para cada par [𝐹𝑋(𝑥), 𝐺𝑌(𝑦)], existe uma probabilidade conjunta 

correspondente a 𝐻𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) em [0,1]. Essa probabilidade pode ser obtida relacionando as funções 

𝐹𝑋(𝑥)  e 𝐺𝑌(𝑦) por meio de uma função chamada cópula.  

Definindo as variáveis 𝑈~𝑈𝑛𝑖𝑓(0, 1) e 𝑉~𝑈𝑛𝑖𝑓(0, 1) como as probabilidades das funções de 

distribuição 𝐹𝑋(𝑥) e 𝐺𝑌(𝑦), tais que 𝐹𝑋(𝑥) = 𝑈 e 𝐺𝑌(𝑦) = 𝑉, pode-se obter a distribuição de 

probabilidade conjunta em função da correspondente cópula como: 

 

𝐻𝑋,𝑌 = 𝐶[𝐹𝑥(𝑥), 𝐺𝑦(𝑦)]  (1) 

 

𝐻𝑋,𝑌 = 𝐶(𝑈, 𝑉)                                                                                                          

 

 

 

(2) 

  Onde 𝐶 é a função cópula que modela a dependência entre as variáveis  𝑋 e  𝑌 a partir das 

distribuições de probabilidade marginais 𝐹𝑋(𝑥) e 𝐺𝑌(𝑦). Uma das principais vantagens das funções 

cópula, é que elas podem modelar diferentes tipos de dependência entre variáveis. Além disso, a 

função cópula definida não varia se os dados analisados sofrem transformações a partir de funções 

monotonamente crescentes. 

Existem diversas funções cópula que podem ser aplicadas para o ajuste de dados bivariados ou 

multivariados, sendo a funções da família “Archimedean” e as de valores extremos as mais usadas. 

Michiels e Schepper (2008) apresentam algumas dessas funções. O processo de ajuste das funções 

cópula pode ser feito graficamente, comparando as distribuições empírica e teórica dos dados. Porém, 

existem métodos de ajuste que são discutidos em Berg e Bakken (2006).  

   

  ANÁLISE DE FREQUENCIA 

 

Como mencionado anteriormente, os eventos extremos são fenômenos muito complexos onde 

podem interagir diferentes fatores hidrológicos ou meteorológicos. Dessa forma, é importante 

considerar a relação existente entre diferentes variáveis. Nos métodos tradicionais de 

dimensionamento, as obras hidráulicas tais como barragens são realizadas com base na vazão máxima 

de períodos de retornos até 10000 anos (caso da vazão de projeto de vertedouros de grandes 

barragens). Porém, nesses casos, as condições de dimensionamento podem estar subestimadas ou 

superestimadas, gerando problemas de sobre custo ou de maior risco de falha (Michele et al., 2005).  

Tendo a necessidade de considerar um enfoque multivariado para o estudo de eventos extremos, 

diversos estudos têm sido realizados a partir do uso das funções cópula, onde é possível considerar 

diferentes tipos de estruturas de dependência, e por sua facilidade, para casos de mais de duas 

variáveis em comparação com outros métodos multivariados. Nesses casos, o foco dos estudos para 

análise de frequência multivariada, centra-se na seleção da melhor função cópula que se ajuste aos 

dados analisados de acordo com sua dependência ou correlação.  

Na literatura especializada encontram-se as funções cópula Archimedean tais como as cópula 

Frank ou cópula Clayton que podem representar diferentes tipos de dependência, razão pela qual 

diferentes estudos para análise bivariada de vazões máximas e volumes de cheias têm sido feitos pelo 

ajuste desse tipo de funções (Favre et al., 2004; Brunner et al., 2016). Outros autores mostram que 

para análise de extremos são recomendadas outras funções tais como as cópula Gumbel (Zhang e 

Singh, 2006). 
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Análise de frequência também tem sido aplicada para avaliar as condições de precipitação. 

Michele e Salvadori (2003) estudaram a dependência de intensidade e duração, ajustando uma copula 

Frank e considerando distribuições marginais do tipo Pareto. Grimaldi e Serinaldi (2006) realizaram 

estudo de cópula com três dimensões para geração de hietogramas sintéticos, considerando a 

intensidade máxima, altura de precipitação e o tempo de pico. Estudos feitos no Brasil, analisaram 

uma nova distribuição exponencial bivariada construída a partir da cópula Gumbel-Barnet com uma 

aplicação em modelagem de precipitações pluviométricas (Rodrigues et al., 2011). 

 

ANÁLISE DE COMPLEMENTARIDADE ESPACIAL  

 

Eventos de cheias ou de estiagens podem ser causados pela combinação de fatores hidrológicos 

e meteorológicos em diferentes regiões sobre uma bacia ou fora dela. Dessa forma, a vazão observada 

na exutória de uma bacia depende das vazões geradas nas diferentes sub-bacias. Estudos de 

regionalização têm sido aplicados tradicionalmente para relacionar as vazões em diferentes pontos de 

uma bacia com parâmetros tais como área, declividade entre outros. Essa relação geralmente é feita 

de forma linear resultando em erros nas estimativas, principalmente se existem obras hidráulicas tais 

como reservatórios. Para esses casos, as funções cópula representam uma ferramenta útil para análise 

espacial das vazões para uma ou várias bacias hidrográficas.  

Inicialmente, Prohaska, et al., (2008) usaram funções de probabilidade para analisar a 

dependência das vazões em rios com três afluentes. Os autores desenvolveram o método seguindo 

uma distribuição log-normal para representar as vazões máximas de cada um dos tributários. Em 

estudos posteriores, os autores realizaram simplificações para basear seu método em duas dimensões 

(2D), tendo em conta as dificuldades para estender o uso das distribuições de probabilidade 

multivariada. 

Favre et al. (2004) analisaram a ocorrência de cheias na bacia do rio Peribonka, localizada em 

Quebec, considerando a presença de um reservatório para geração de energia. Nesse estudo, são 

analisadas as vazões máximas na exutória da bacia, que dependem da vazão vertida pelo reservatório 

e dos rios afluentes ao longo da bacia. As funções cópula Frank e Clayton obtiveram o melhor ajuste 

dos dados analisados seguindo testes estatísticos (Genest e Rivest, 1993), pelo qual foram simuladas 

vazões máximas para diferentes períodos de retorno, o qual permitiu conhecer a relação espacial das 

vazões entre a bacia e o reservatório. 

Chen et al. (2011) realizaram estudos para analisar a relação das vazões máxima diária nos rios 

Yangtze e Colorado. Nesse estudo, os autores obtiveram uma relação das vazões máximas pelo ajuste 

de diferentes funções cópula para estimar como efeitos climatológicos podem relacionar a ocorrência 

de cheias em dois rios. 

 

 ANÁLISES EM SÉRIES TEMPORAIS  

 

Uma das aplicações mais recentes no uso das funções cópula faz referência à análise de séries 

temporais. Rakonczai, et al., (2012) apresentaram um novo método chamado autocópula, para 

analisar a interdependência de uma série temporal estacionária. Esse novo método é proposto 

considerando que na análise tradicional das séries temporais, a dependência temporal é analisada 

linearmente pelo coeficiente de correlação de Pearson e não consideram outras estruturas de 

dependência. Para esses casos, a modelagem das séries temporais a partir do uso das funções cópula 

permite representar diferentes estruturas de dependência. 
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Sugimoto (2014) desenvolveu estudos para identificar impactos antrópicos em bacias do rio 

Reno na Europa, a partir de análises de séries de vazões diárias. Para esse estudo, o autor analisou 

diferentes estações fluviométricas e definiu características não simétricas nas vazões apresentadas e 

os tipos de sazonalidade apresentados num período de tempo. De acordo com isso, o autor determinou 

que existiram mudanças nas vazões na bacia analisada a partir do ano 1976 até 1990. 

Jiang et al. (2015) realizaram análise de frequência bivariada para vazões mínimas. Nesse 

estudo, é considerada a não estacionariedade das séries de vazões, onde o autor procura avaliar, a 

partir das funções cópula, tendências não lineares e observar a variação temporal dos parâmetros 

estatísticos ao longo das séries. Outros estudos realizaram análises da não estacionariedade da altura 

de ondas para modelar as condições de variabilidade climática (Solari e Losada, 2011), e para predizer 

condições de erosão costeira (Corbella e Stretch, 2012). 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                   

CONCLUSÕES 

 

  O presente artigo mostrou novos métodos para analisar as características de dependência de 

variáveis hidrológicas. A partir dos estudos apresentados na literatura, observou-se que as funções 

cópula permitem construir distribuições de probabilidade bivariada e multivariada, pelas quais é 

possível definir diferentes aplicações tais como: análise de frequência, complementaridade espacial 

entre uma ou mais variáveis, e análise temporal para avaliar características em séries hidrológicas tais 

como sazonalidade e estacionariedade.  Procurar-se-á em futuros estudos aplicar essas funções para 

modelar as características de dependência em bacias hidrográficas brasileiras, para definir condições 

de controle de cheias e dimensionamento de projetos de obras hidráulicas.  
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