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COMPARATIVO ENTRE MODELOS MATEMÁTICOS PARA TENSÃO DE 

CISALHAMENTO NO FUNDO SOB A AÇÃO DE ROLL WAVES 

André Luis Toniati 1*; Geraldo de Freitas Maciel 2; Fabiana de Oliveira Ferreira 3; 

Guilherme Henrique Fiorot 4 

Resumo – Em escoamentos com superfície livre, tanto de fluidos Newtonianos quanto não-

Newtonianos, podem surgir o fenômeno roll waves (regime pulsante), que se caracteriza pela 

presença de frentes periódicas de ondas, caso condições suficientes sejam atingidas.  Neste artigo é 

proposto, através de modelos matemáticos do tipo shallow water, analisar o comportamento da tensão 

de cisalhamento no fundo, quantificar e comparar os valores máximos da tensão de cisalhamento na 

presença de roll waves para dois casos, um em água limpa (regime turbulento), outro em fluido 

lamoso (regime laminar). As análises foram realizadas em situações extremas, para ondas de grandes 

amplitudes. Os resultados corroboram trabalhos existentes na literatura, podendo-se inferir que o 

regime pulsante em escoamentos de fluidos lamosos provocaria uma tensão de cisalhamento no fundo 

menos acentuada quando comparado a escoamentos de água limpa, em regime turbulento. 
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A COMPARISON BETWEEN MATHEMATICAL MODELS FOR BOTTOM 

SHEAR STRESS UNDER ROLL WAVES REGIME 

Abstract – On free surfaces flows, the roll waves phenomenon can develop for any kind of fluid, 

Newtonian or non-Newtonian. This phenomenon is characterized by periodic waves (pulsating flow) 

propagating downstream whenever proper conditions are satisfied. This paper aims to quantify and 

compare maximum values of bottom shear stress through two mathematical models, both based on 

shallow water equations: one considering clear water flow (turbulent flow) and another considering 

mudflow (laminar flow). The analysis was performed considering extremes cases (greatest waves). 

The obtained results corroborate works from the literature and allow the conclusion that roll waves 

in laminar mudflows present an effect on the maximum bottom shear stress which is smaller than the 

turbulent clear water flow. 
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INTRODUÇÃO 

Eventos catastróficos, como rupturas de barragens, ondas de cheias e corridas de lamas, são 

registrados em diversas partes do mundo, acarretando quase sempre perdas materiais e ceifando vidas. 

Ao contexto de escoamentos naturais, vêm se somar as recorrentes enxurradas e deslizamentos de 

terra, e com menor frequência ondas denominadas roll waves (ondas de rolo), estas últimas 

decorrentes de instabilidades na superfície livre. As roll waves podem aparecer tanto em água limpa 

(fluidos Newtonianos) quanto em meios hiperconcentrados (fluidos não-Newtonianos), em regimes 

laminares ou turbulentos (CORNISH, 1934; COUSSOT,1994; MACIEL et al., 2009).  

Pesquisadores de diversas formações têm buscado aperfeiçoar modelos matemáticos 

representativos desses fenômenos, na busca de controlar os elementos desencadeadores quando não 

mitigar seus efeitos que, quase sempre, geram situações indesejáveis e desestabilizadoras para as 

comunidades atingidas.  

No caso de roll waves, Jeffreys (1925) realizou uma das primeiras análises matemáticas do 

fenômeno, na qual foi determinado um critério de geração de roll waves, em escoamento turbulento 

de água limpa, relacionado ao número de Froude (𝐹𝑟 >  2). Mais tarde, buscando quantificar o 

fenômeno, Dressler (1949), partindo da hipótese de fluido invíscido, construiu o perfil de roll waves 

como um trem de ondas de choque, interconectando a solução obtida (contínua por partes) através de 

choques (condições de choque de Rankine-Hugoniot). Ishihara et al. (1954) expandiu o problema de 

roll waves para escoamentos Newtonianos e em regime laminar, trazendo análises de estabilidades 

lineares relacionados ao número de Froude (𝐹𝑟 >  1/√3). 

No que diz a respeito à modelagem de roll waves em fluidos não-Newtonianos, em regime 

laminar, muitos são os trabalhos que desenvolvem métodos (analíticos, numéricos e experimentais) 

para abordar o problema. Do ponto de vista experimental, destaca-se, por exemplo, o trabalho de 

Coussot (1994) e de Maciel et al. (2013) que, trabalhando com lamas, validaram um critério de 

geração de roll waves relacionado ao número de Froude, ao passo que Di Cristo et al. (2013) 

determinaram, matematicamente, um critério relacionado ao comprimento mínimo de canal 

necessário para que essas ondas atingissem sua estabilidade, em forma, amplitude e comprimento. 

Mais recentemente, Ferreira et al. (2014) estabeleceram um critério de geração de roll waves 

relacionado à frequência de perturbação necessária a ser aplicada ao escoamento, e verificaram, 

numericamente, que o critério relacionado ao número de Froude é necessário, mas não suficiente para 

que tais ondas se propaguem.  
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Conhecer as condições de geração destas ondas é de suma importância, pois define-se assim os 

domínios de interesse que se buscaria quando da execução de um projeto de infraestrutura civil. Já 

no que se diz respeito às propriedades das roll waves (amplitude, comprimento, velocidade de 

propagação, tensões de cisalhamento no fundo), percebe-se uma tendência na literatura científica de 

produzir trabalhos que buscam validar modelos, tanto matemáticos quanto numéricos, em 

comparação a resultados experimentais e de eventos reais (ANCEY, 2007; FERREIRA, 2013; 

ZANUTTIGH e LAMBERTI, 2007).  

Dentre as magnitudes desejadas, a tensão exercida pelo escoamento no leito da calha, no fundo 

do canal, representa um parâmetro importante de projeto, relacionado sobretudo à capacidade erosiva 

do escoamento em transportar sedimentos. Em 1994, Ng e Mei, apresentaram o perfil das ondas, da 

velocidade média do escoamento e da tensão de cisalhamento no fundo, ao longo de um comprimento 

de onda, utilizando um modelo reológico sem a presença de tensão limite de escoamento (fluido 

power law), além de estabelecer um critério de geração de roll waves relacionado ao número de 

Froude.  

Objetivo 

Neste enfoque, este artigo propõe assim avaliar o perfil de tensão de fundo ao longo de uma 

onda (roll wave) em função de parâmetros do escoamento, buscando avaliar como a presença de roll 

waves no escoamento poderia potencializar o processo erosivo no fundo e nas em margens de canais, 

com consequente transporte de sedimentos. Tal análise é feita a partir de modelos shallow water, seja 

através de um modelo reológico mais representativo da lama (com presença de tensão limite de 

escoamento), seja via equação de resistência clássica de Antoine Chézy. 

Ainda que o protocolo da resolução das equações de Saint Venant acopladas a uma equação de 

transporte seja clássico na literatura da hidráulica de transporte de sedimentos, vale ressaltar que este 

artigo aborda modelos da classe shallow water com presença de roll waves, sem acoplamento de lei 

específica de transporte de sedimentos. 

METODOLOGIA 

O trabalho consiste em uma comparação de dois modelos matemáticos (DRESSLER, 1949; 

LIU et al., 2005; NG e MEI, 1994; MACIEL et al., 2013), para determinação de tensão de 

cisalhamento de fundo em presença de roll waves, implementados em MATLAB/Simulink. Os 

modelos apresentados neste trabalho culminam na obtenção das características das ondas, 

esquematizadas na Figura 1. 
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Figura 1 – Esquema do problema das roll waves. Fonte: Próprio autor. 

Modelo 1 – Para escoamento de fluido lamoso (em regime laminar, em variáveis 

adimensionais) 

O Modelo 1 é estabelecido a partir das equações completas de Cauchy. Na parte viscosa do 

tensor de tensões, na equação da dinâmica, é inserido o modelo reológico de Herschel-Bulkley, 

representativo do comportamento das lamas (COUSSOT, 1994; PIAU, 1996; HUANG e GARCIA, 

1998; MACIEL et al., 2009). O modelo foi concebido sob as seguintes hipóteses: escoamento e fluido 

incompressíveis (massa específica é constante), condições de águas rasas, regime laminar, 

escoamento ocorrendo pela ação da gravidade em canal largo; em um sistema móvel de coordenada 

𝑥′ = 𝑥 − 𝑈𝑡, que se desloca com velocidade de propagação (𝑈) da roll wave (MACIEL et al., 2013). 

A taxa de tensão de cisalhamento no fundo em presença de roll wave em relação à tensão de 

cisalhamento no fundo em escoamento uniforme pode ser calculada através da Equação 1 (HUANG 

e GARCIA, 1998; FERREIRA, 2013; TONIATI et al., 2015). 

𝜏𝑓mod1 = 𝐶 + (1 − 𝐶) [�̅�ℎ 
(1 − 𝐶)(𝑛 + 1 + 𝑛𝐶)

(ℎ − 𝐶)((𝑛 + 1)ℎ) + 𝑛𝐶)
]

𝑛

 (1) 

Em que, 𝐶 = 𝜏𝑐/(𝜌𝑔ℎ0 sen 𝜃) é a tensão limite de escoamento adimensional e 𝜏𝑐 [Pa] a tensão 

limite de escoamento, 𝜃 [°] é a declividade do canal, ℎ0 [m] a profundidade do escoamento 

uniforme, 𝜌 [kg/m3] a massa específica, 𝑔 [m/s2] a aceleração da gravidade, 𝑡 o tempo, �̅� a 

velocidade promediada do escoamento na direção 𝑥 (adimensional), ℎ a profundidade do escoamento  

(adimensional) e 𝑛 o índice de escoamento do fluido. 
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Modelo 2 – Para escoamento de fluido invíscido (em regime turbulento, em variáveis 

adimensionais) 

O Modelo 2 é uma formulação clássica de águas rasas da Hidráulica, para escoamento de fluido 

invíscido (𝑅𝑒 → ∞), acrescido de um termo de atrito de parede: o coeficiente de Chézy (𝐶ℎ) 

(DRESSLER, 1949).  A taxa de tensão de cisalhamento no fundo em presença de roll wave em relação 

à tensão de cisalhamento no fundo em escoamento uniforme pode ser calculada pela Equação 2.  

𝜏𝑓mod2 =
𝜌𝑔ℎ𝑆𝑓

𝜏𝑓0
 (2) 

Com 𝑆𝑓 = �̅�2/(𝐶ℎ
2ℎ) a declividade da linha de energia,  e 𝜏𝑓0 [Pa] a tensão de cisalhamento 

no fundo em escoamento uniforme.  

De maneira simplificada, busca-se resumir, através da Tabela 1, as principais equações e 

características dos modelos, seus parâmetros de entrada, critérios de geração, etc. 

Tabela 1 – Comparativo entre os modelos de geração de roll waves. 

 Modelo 1 Modelo 2 

Equações motrizes 

para o problema das 

roll waves 

Conservação da massa e balanço de 

quantidade de movimento, a partir das 

equações completas de Cauchy. A 

parcela viscosa do tensor de tensões, 

da equação da dinâmica, é inserido o 

modelo reológico de Herschel-

Bulkley. 

Conservação da massa e balanço de 

quantidade de movimento em 

formulação clássica de águas rasas, 

com um termo de atrito de parede. 

Regime Laminar – 𝑅𝑒 ≤  500 Turbulento - 𝑅𝑒 → ∞ 

Fluido Não-Newtoniano (Herschel-Bulkley) Invíscido 

Equação da roll wave Ver Maciel et al. (2013) – Equação 36 Ver Dressler (1949) – Equação 4.13 

Critérios de geração 𝐹𝑟 > 𝐹𝑟min =  
𝜗

(𝜑2−2𝛼𝜑𝜗+𝛼𝜗2)1/2 𝐹𝑟 > 𝐹𝑟min =  2 

Celeridade da Onda 𝑈 = 𝛼 +  [𝛼2 − 𝛼 + 1/𝐹𝑟2 ] 𝑈 = 1 + 1/𝐹𝑟 

𝝉𝒇 Equação 1 Equação 2 

Parâmetros de entrada 𝜃 e ℎ0 ou 𝐹𝑟, ℎ1, 𝑛, 𝐾𝑛, 𝜏𝑐 ou 𝐶 𝑟2 ou 𝐶ℎ, 𝜃 e ℎ0 ou 𝐹𝑟, ℎ1. 

Onde 𝐹𝑟min é o número de Froude mínimo necessário para gerar roll waves, com 𝜗 = 𝑛(1 − 𝐶) 

e 𝜑 = [(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)]/(𝑛 + 1 + 𝑛𝐶), 𝜃 [°] é a declividade do canal, ℎ0 [m] a profundidade do 
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escoamento uniforme, ℎ1 a altura da lâmina baixa da roll wave, 𝑛 o índice de escoamento, 𝐾𝑛 [Pa. s𝑛] 

o índice de consistência, 𝜏𝑐 [Pa] é a tensão limite de escoamento (dimensional),                                              

𝐶 =  𝜏𝑐/ (𝜌𝑔ℎ0 sen 𝜃) a tensão limite de escoamento (adimensional), 𝑟2 o coeficiente de rugosidade 

(𝑟2 = 𝑔/𝐶ℎ
2
).  

RESULTADOS E DISCUSSÕES 

A Figura 2 apresenta os valores máximos de tensão de cisalhamento no fundo (𝜏𝑓max), isto é, o 

valor de pico da tensão de cisalhamento no fundo, ao longo de um comprimento de onda, em função 

do número de Froude (𝐹𝑟). Para geração de roll waves, optou-se por simular os casos mais extremos, 

isto é, as ondas de maiores amplitudes (ℎ1  =  ℎmin), e de celeridade 𝑈 para a condição ℎ𝑐 = ℎ0, 

(MACIEL et al., 2013). Ainda, para o Modelo 1, foi adotado como parâmetros reológicos: índice de 

escoamento 𝑛 = 0,6, e tensão limite de escoamento adimensional 𝐶 = 0,2. Em que ℎmin é a menor 

altura possível para a lâmina baixa e ℎ𝑐 a lâmina crítica da roll wave. 

 
Figura 2 – Resultado comparativo de máximas tensões de cisalhamento no fundo entre os modelos apresentados. 

Fonte: Próprio autor. 

Os resultados obtidos apontam para um acréscimo na tensão de cisalhamento de fundo em 

relação à tensão do escoamento base de 12% e de 27%, para o Modelo 1 e Modelo 2, respectivamente. 

Resultados estes em concordância com os poucos estudos existentes na literatura, no contexto de roll 

waves, Ng e Mei (1994) e Liu et al. (2005). 
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Em questão qualitativa, observa-se para o Modelo 1 que há uma mudança de comportamento 

do regime subcrítico para o supercrítico, isto é, o valor de 𝜏𝑓max, decresce quando 𝐹𝑟 < 1, chegando 

na ordem de 1 para 𝐹𝑟 ≈ 1, e para 𝐹𝑟 > 1, os valores de 𝜏𝑓max são crescentes até um ponto de 

saturação (valor de pico de 𝜏𝑓max ). Diferente do que se observa para o Modelo 2, em que para 𝐹𝑟 

elevados, o valor de 𝜏𝑓max decresce e não apresenta um ponto de saturação. Em suma, efeitos 

observados que merecem, ainda, ser melhor investigados. 

CONCLUSÕES 

Pôde-se verificar que a presença de regime pulsante (roll waves) teria efeito de pico de tensão 

menos acentuado em escoamentos de lama em regime laminar, quando comparado à água limpa em 

regimes turbulentos, com acréscimo de tensão podendo atingir uma proporção de 1:2, 

respectivamente, para as condições testadas neste artigo. 
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