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Simulacio numérica de escoamento viscoso em duto retangular com superficie

livre utilizando SPH e Diferencas Finitas

Arquimedes Almeida Junior!, Joel Roberto Guimardes Vasco’& Artur Vieira de Carvalho Costa’

Resumo: O escoamento viscoso transiente em dutos retangulares com superficie livre ¢ governado
pela equagdo de difusdo de quantidade de movimento. Este trabalho apresenta a simulagdo numérica
desse escoamento por dois métodos: o Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH), método lagrangiano
sem malha, ¢ o Método de Diferengas Finitas (MDF), método euleriano baseado em malha. As
simula¢des foram realizadas em dominio bidimensional com Re = 100, adotando a solugdo analitica
de Fourier duplo com decaimento exponencial como referéncia de verificagdo. As condigdes de
contorno s3o nao-deslizamento nas paredes solidas e gradiente nulo de velocidade na superficie livre;
a integragdo temporal foi realizada pelo método de Euler explicito com critério de estabilidade de
Von Neumann. O SPH apresentou suavizagao nos perfis de velocidade junto as fronteiras e desvio
percentual de 1,62%, enquanto as MDF reproduziram o comportamento analitico com desvio
percentual de 0,003%, diferenga de aproximadamente trés ordens de grandeza atribuida ao tratamento
das condi¢des de contorno. Para dominios fixos, as MDF mostram-se significativamente mais
acuradas; o SPH, por sua vez, justifica-se em problemas com deformacao ativa da interface, onde a
abordagem lagrangiana ¢ estruturalmente mais adequada.

Abstract: The transient viscous flow in rectangular ducts with free surface is governed by the
momentum diffusion equation. This work presents the numerical simulation of such flow using two
methods: the Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH), a meshfree Lagrangian method, and the
Finite Difference Method (FDM), an Eulerian grid-based method. Both simulations were performed
in a two-dimensional domain at Re = 100, using the double Fourier analytical solution with
exponential decay as a verification reference. No-slip boundary conditions were applied at solid walls
and zero velocity gradient at the free surface; temporal integration was performed by the explicit
Euler method with Von Neumann stability criterion. The SPH exhibited smoothing in velocity
profiles near boundaries, with percentage deviation of 1.62%, while FDM reproduced the analytical
solution with percentage deviation of 0.003%, a difference of approximately three orders of
magnitude attributed to boundary condition treatment. For fixed domains, FDM proves significantly
more accurate; SPH, in turn, is better suited for problems with active interface deformation, where
the Lagrangian approach is structurally advantageous.

Palavras-Chave: Escoamento com superficie livre; SPH; Diferencas Finitas.
Keywords: Free surface flow; SPH; Finite Differences.
INTRODUCAO

O escoamento em dutos retangulares abertos, com superficie livre, ocorre em diversas
aplicacdes de engenharia hidraulica. Conforme Yu et al. (2023), dutos retangulares abertos sao
encontrados em engenharia civil e hidraulica em aplica¢cdes como transporte de sedimentos em rios e
canais artificiais, sistemas de esgotamento sanitario ¢ drenagem urbana. O comportamento transiente
desses escoamentos — decorrente de perturbagcdes como abertura de comportas, variagdes de vazao ou
eventos de cheia — condiciona a resposta hidraulica do sistema e o dimensionamento das estruturas
(Chaudhry, 2014).
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Os métodos numéricos baseados em malha, como o Método de Diferengas Finitas (MDF), sdo
empregados na solucdo de equagdes diferenciais parciais em dominios regulares. Esses métodos
discretizam o dominio em uma grade fixa e aproximam os operadores diferenciais por expansdes em
série de Taylor. A presencga de superficies livres com geometria varidvel introduz dificuldades a
abordagem euleriana, exigindo técnicas adicionais de rastreamento da interface (Ferziger et al., 2020).
O Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) ¢ um método lagrangiano sem malha no qual o dominio
¢ discretizado por particulas que se movem com o fluido, incorporando a evolugdo da superficie livre
sem rastreamento explicito (Monaghan, 2005).

Apesar dos avangos, o SPH ainda pode ser considerado um método relativamente recente e
apresenta desvantagens em relacdo aos esquemas eulerianos classicos baseados em malha, como a
auséncia de provas completas de convergéncia, a falta de padronizacao de técnicas e a dependéncia
de parametros de simulagdo (Vacondio et al., 2021). Contudo, o SPH ¢ adequado para escoamentos
com grandes deformagdes de interface e geometrias complexas em movimento, situacdes em que
métodos em malha enfrentam dificuldades estruturais, enquanto para dominios com fronteiras fixas
o MDF tende a ser mais preciso nas condi¢des de contorno e computacionalmente menos custoso
(Vacondio et al., 2021).

O SPH foi desenvolvido para astrofisica (Lucy, 1977; Gingold e Monaghan, 1977) e aplicado
a escoamentos com superficie livre, rupturas de barragem e canais; Monteleone et al. (2019)
validaram o método para escoamento laminar em canal aberto bidimensional com nimero de
Reynolds (Re) da ordem de 102, configuragdo proxima a adotada neste trabalho. A formulacdo CSPM
(Corrective Smoothed Particle Method) desenvolvida por Chen et al. (1999) corrige deficiéncias da
formulacao classica, contudo a imposicao de condi¢des de contorno permanece nao trivial e sem
consenso (Vacondio et al., 2021): particulas fantasma com reflexdo antisimétrica, embora
amplamente utilizadas, ndo garantem consisténcia de primeira ordem na regido de fronteira, afetando
localmente a taxa de convergéncia (Negi e Ramachandran, 2022).

Neste trabalho, simula-se o escoamento viscoso transiente em um duto retangular
bidimensional com superficie livre pelos dois métodos, comparando os resultados entre si € com a
solucao analitica de Fourier duplo com decaimento exponencial. O nimero de Reynolds adotado (Re
= 100) corresponde ao regime laminar viscoso e permite derivar a viscosidade cinematica
analiticamente a partir dos parametros geométricos, configurando um caso de verificagdo numérica
controlada com solu¢do de referéncia exata. O objetivo é avaliar a acurdcia e o comportamento
temporal de cada abordagem para esse problema, com énfase no efeito das condigdes de contorno
sobre o desvio global.

METODOS
Modelo fisico

A configuracdo simulada consiste no escoamento viscoso laminar de um fluido newtoniano,
inicialmente em repouso, em um duto retangular de se¢do transversal W x H, parcialmente preenchido
até uma altura liquida h_liq. O duto ¢ inclinado a dngulo 6 em relagdo a horizontal, de modo que a
componente axial da gravidade atua como for¢a motriz do escoamento. A superficie livre ¢ tratada
como fixa e horizontal, o que equivale a considerar que a deformagao da interface ¢ desprezivel em
relagdo a escala do escoamento axial. A viscosidade cinematica v é obtida da defini¢ao do nimero de
Reynolds: v = (g - sen® - h® / 4Re)'/2. Os valores adotados sio W=H =0,5m, h=0,35m, 6 =5°,
Re =100 e p = 1005 kg/m>. O sistema parte do repouso e evolui até atingir o regime permanente.
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Modelo matematico

Sob as hipodteses de escoamento laminar, bidimensional e incompressivel, com velocidade
axial u(x, y, t) uniforme ao longo do eixo do duto, a equagdo de quantidade de movimento reduz-se
a equacao de difusdo com termo fonte, dada pela Equagdo (1):

ou 0%u N 0%u N 9 (1)
at ~ " \axz T gy2) T I

em que v ¢ a viscosidade cinematica e gsenf ¢ a forca de corpo axial por unidade de massa.
As coordenadas x ey sdo transversais ao eixo do escoamento, correspondendo a largura e a altura do
duto, respectivamente. As condigdes de contorno sao: (i) condigao de nao-deslizamento nas paredes
solidas,u=0em x =0, x = W e y = 0 (Dirichlet homogéneo); e (ii) gradiente nulo de velocidade na
superficie livre, ou/0y =0 em y =h_liq (Neumann homogéneo), que corresponde a auséncia de tensdao
de cisalhamento na interface fluido-ar. A condigao inicial € u(x, y, 0) = 0 em todo o dominio.

A solugdo analitica transiente do problema de valor inicial e de contorno definido pela
Equacdo (1) ¢ obtida por separagdo de varidveis com dupla série de Fourier. Considerando as
condi¢des de contorno de Dirichlet nas paredes e de Neumann na superficie livre, as fungdes proprias
do problema sdo sin(a,," X) - sin(B, * y), com a,, = (2m—1)m/W e g, = (2n—1)n/(2h_liq), resultando
na Equagao (2).

VAt o . (2)
u(x,y,t) = men(l — e VAmn )sm(am x) sin(B, y)

mn

em que Cmn = 16(g-senb/v)/ [r*(2m—1)(2n—1)" A,,n] € Apn = @ + B2 € 0 autovalor associado
ao modo (m, n). O somatorio foi truncado em 50 termos em cada dire¢ao, suficiente para convergéncia
com erro inferior a 10°¢ para os parametros adotados. Esta solugdo serve como referéncia de
verificacdo para ambos os métodos numeéricos. A métrica de comparagdo € o desvio percentual entre
o campo numérico e o analitico nos pontos interiores do dominio no instante final da simulagao.

Modelos numéricos

Ambos os métodos utilizam o mesmo espacamento dp = W/99 = 5x102 m e a mesma
integracdo temporal por Euler explicito, com passos de tempo determinados por critérios de
estabilidade de Von Neumann especificos de cada método. A simulacdo ¢ encerrada quando a
variagdo relativa de u entre passos consecutivos ¢ inferior a 107¢, caracterizando o regime permanente.
Os instantes de analise sao t/t dif = 0,05; 0,25; 0,50 e 1,0, onde t dif =h _lig*/v ¢ a escala de tempo
difusiva do problema.

Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH)

No SPH, o dominio ¢ representado por N particulas com posi¢gdes {x i}. A aproximagao de
uma fungdo f(x) e sua derivada ¢ obtida pela convolugdo com um kernel de suavizagdo W(x — x’, h)
(Liu e Liu, 2003). Na formulacdo CSPM, que corrige a consisténcia do método classico por meio de
um tensor de renormalizacdo L, a derivada espacial de f para a particula i € aproximada pela Equagao

3).
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em que Wij = W(xj — xi, h) € o valor do kernel entre as particulas i e j, Wij,x € sua derivada
espacial, mj ¢ a massa e pj ¢ a densidade da particula j. O kernel adotado ¢ o B-spline ctbico 2D. O
Laplaciano da Equagao (1) ¢ obtido pela aplicagao dupla da Equacao (3). As condigdes de contorno
sdo implementadas por particulas fantasma: antisimétricas para as paredes (no-slip) e simétricas para
a superficie livre (Ou/on = 0). O comprimento de suaviza¢do adotado ¢ h = 2dp, razdo que garante
~50-80 vizinhos por particula e suporte adequado do kernel. O critério de estabilidade temporal ¢é
calculado diretamente dos coeficientes SPH: At < 0,45 / (v - max'%jF _ij)).

Método Diferencas Finitas (MDF)

No Método de Diferencas Finitas, o dominio ¢ discretizado em uma malha cartesiana
uniforme com nx = 100 nés em x e ny liq nés em y, cobrindo o dominio [0, W] x [0, h_liq]. O
Laplaciano da Equagdo (1) ¢ aproximado por diferencas centrais de segunda ordem, conforme a
Equagdo (4).

Uiprj — 2Ui; + Uimq;  Upjer — 2U;; + U o
n+l,  _— .n i+1, iJ i-1,j ij+1 ij i,j—1 (4)
u s = ult; + At (v ( e + y? ) + gsen@)

A condic¢do de Dirichlet (u = 0) € imposta diretamente nos nds das paredes, sem interpolagao.
A condi¢do de Neumann na superficie livre (0u/dy = 0) ¢ implementada por uma linha fantasma:
u(ny+1, 1) = u(ny—1, 1). O critério de estabilidade de Von Neumann ¢é: At < Ax?Ay? / [2v(Ax* + Ay?)],
com fator de seguranca 0,45.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Os parametros utilizados nas simulag¢des foram: p = 1005 kg/m?, g = 9,81 m/s?, 6 = 5°, Re =
100, W=H=0,5m,h=0,35me dp=W/99 = 5x103 m, comum a ambos os métodos. A Figura 1
apresenta os resultados das MDF: o painel (a) mostra a evolucao temporal do perfil de velocidade na
secdo central (x = W/2) para os instantes t/t_dif = 0,05; 0,25; 0,50 e 1,0, comparados com o perfil
analitico nos mesmos instantes (linhas tracejadas) e com o regime permanente analitico (linha preta);
o painel (b) apresenta o perfil vertical final comparado a solucdo analitica. As MDF reproduzem os
perfis com sobreposi¢do praticamente perfeita a solugdo analitica em todos os instantes, com desvio
percentual de 0,003%.
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Figura 1 — MDF, Re = 100: (a) evolucdo temporal em x = W/2; (b) perfil vertical final (desvio = 0,003%).

A Figura 2 apresenta os resultados do SPH no mesmo formato: painel (a) com a evolugao
temporal e painel (b) com o perfil final. O SPH também reproduz a evolugdo temporal de forma
coerente com a solugdo analitica, convergindo para o regime permanente em todos os instantes
avaliados. Contudo, o painel (b) evidencia uma leve suavizacao do perfil nas regides proximas as

fronteiras (paredes e superficie livre) ausente nos resultados do MDF, com desvio percentual de
1,62%.
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Figura 2 — SPH, Re = 100: (a) evolugao temporal em x = W/2; (b) perfil vertical final (desvio = 1,62%).

Comparando os dois métodos, ambos convergem para o regime permanente de forma
consistente com a solucao analitica. A diferenca ¢ quantitativa: o MDF apresenta desvio trés ordens
de grandeza menor que o SPH, reflexo direto do tratamento das condi¢des de contorno, imposi¢ao
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direta de Dirichlet nos nos de fronteira no MDF contra particulas fantasma com consisténcia C1
limitada no SPH.

A Figura 3(a) apresenta o mapa da distribuicdo espacial do erro local |u {SPH} -
u_{analitico}| no instante final da simula¢cdo SPH, complementando a anélise do painel (b) da Figura
2. O erro nao ¢ uniformemente distribuido: concentra-se nas regioes de fronteira, paredes laterais (x
=0 e x = W), fundo (y = 0) e, de forma mais intensa, na superficie livre (y = h_liq). Esse padrao ¢
coerente com a perda de suporte completo do kernel nas regioes de fronteira. O erro mais intenso na
superficie livre em relagdo as paredes laterais é coerente com o uso de reflexdo simétrica nas
particulas fantasma da superficie livre, que nao garante consisténcia C1. O campo de erro € simétrico
em relagdo a linha x = W/2, como esperado pela simetria do problema fisico, confirmando que o SPH
preserva a simetria do escoamento apesar do erro nas bordas.

0.3 003 03 003
0.25 2 025 £
e 02 0,02; t 02 002:_=
015 5 =015 3
0.1 { Moot £ o 001 §
oosL J] = 005 =
0 0 0 0
0 01 02 03 0 0 01 02 03 04
X (m) x (m)
(a) (b)

Figura 3 — Distribuigo do erro local no dominio | Re = 100: (a) SPH, desvio = 1,62%; (b) MDF, desvio = 0,003%.

A Figura 3(b), na mesma escala de cor, mostra o campo de erro do MDF praticamente
uniforme ¢ minimo em todo o dominio, sem a concentracao de fronteira observada no SPH, reflexo
da imposi¢do direta de Dirichlet nos nos das paredes. A diferenca de desvio percentual entre os dois
métodos de aproximadamente trés ordens de grandeza decorre do tratamento das condigdes de
contorno. O MDF impde a condi¢do de Dirichlet diretamente no n6 da parede, sem interpolacao,
preservando a precisdo de segunda ordem em todo o dominio interior. O SPH utiliza particulas
fantasma com reflexdo antissimétrica que nao garantem a consisténcia de primeira ordem da
aproximacao kernel nas regides proximas a fronteira (Negi e Ramachandran, 2022).

O tratamento de condi¢des de contorno solidas constitui um desafio reconhecido da
comunidade cientifica (Vacondio et al., 2021). Em termos de custo computacional, o SPH demandou
728 s contra 108 s das MDF (razdo 6,7): o At 3% maior € 2,5X menos passos ndo compensam o custo
por passo ~17x superior (~50-80 vizinhos por particula vs. 4 nos nés das MDF), conforme a Tabela
1.
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Tabela 1 — Comparativo de custo computacional: SPH vs. MDF (dp = 5x107* m, Re = 100).

Parametro SPH MDF

At (s) 9,01x10™* 3,01x10™*
Passos até permanente 12.283 30.667
Tempo total (s) 728,1 108,3
Passos/segundo 16,9 283,2
Desvio percentual (%) 1,62 0,003

Avaliou-se a sensibilidade do SPH ao refinamento espacial e ao comprimento de suavizagao,
com os demais parametros fixos (Tabela 2). Refinando o espacamento de W/49 a W/199 com h/dp =
2,0, o desvio cai de 2,7% para 0,9% (1,6% na resolu¢do adotada, W/99), o que corresponde a uma
ordem de convergéncia observada de aproximadamente 0,8 — inferior a segunda ordem esperada para
o MDF, coerente com a perda de consisténcia C1 junto as fronteiras. Fixado dp = W/99, o desvio ¢
minimo em torno de h/dp = 2,5 (0,6%) e cresce tanto para razdes menores, por suporte insuficiente
do kernel, quanto para razdes maiores (3,0% em h/dp = 3,0), em que o alargamento do suporte amplia
a banda de fronteira com consisténcia reduzida. A razao adotada (h/dp = 2,0) situa-se no ramo estavel
da curva, préoxima ao 6timo.

Tabela 2 — Sensibilidade do SPH (Re = 100): (a) refinamento espacial, h/dp = 2,0; (b) comprimento
de suavizagdo, dp = W/99 (em destaque, a configuragao adotada).

(a) dp (h/dp =2,0) W/49 W/99 W/199
Desvio (%) 2,7 1,6 0,9

(b) h/dp (dp = W/99) 1,5 2,0 2,5 3,0
Desvio (%) 2,7 1,6 0,6 3,0

A superficie livre estatica adotada representa uma simplificagdo intencional; a extensdo para
deformagao dinamica — ressalto hidraulico, ruptura de barragem — constitui o proximo passo natural,
no qual a auséncia de rastreamento explicito de interface € a principal vantagem estrutural do SPH
frente ao MDF.

CONCLUSAO

Neste trabalho, simulou-se o escoamento viscoso transiente em um duto retangular 2D com
superficie livre pelo SPH e por Diferencas Finitas, comparando os resultados com a solugdo analitica
de Fourier duplo. Ambos os métodos reproduziram a evolugao temporal do campo de velocidade de
forma coerente com a solugdo analitica, com diferentes niveis de acurécia: desvio percentual de 1,62%
para o SPH e 0,003% para as MDF, uma diferen¢a de aproximadamente trés ordens de grandeza.

O SPH apresentou perfis de velocidade mais suaves nas proximidades das fronteiras, em
decorréncia da perda de consisténcia C1 da aproximacdo kernel na regido de fronteira quando
particulas fantasma sdo utilizadas. As MDF apresentaram menor desvio global, em fungdo da
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regularidade da malha cartesiana e da imposi¢do direta da condigao de Dirichlet nos nos de fronteira.
A principal diferenca estrutural entre os métodos esta no tratamento da superficie livre: no SPH, a
interface ¢ incorporada naturalmente pela distribuicdo de particulas, sem rastreamento explicito; nas
MDF, a posicao da superficie deve ser conhecida a priori para impor a condi¢do de Neumann. Para o
dominio fixo simulado neste trabalho, essa diferenca ndo representa vantagem pratica do SPH. No
entanto, o SPH ¢ preciso e eficiente no tratamento de fronteiras moveis e interfaces complexas,
situagoes geralmente abordadas com dificuldade por métodos convencionais como o MDF. Essa
vantagem se torna relevante em problemas com deformacdo ativa da interface, como ressalto
hidraulico e ruptura de barragem, nos quais a abordagem lagrangiana ¢ estruturalmente mais
adequada. Como perspectivas futuras, destacam-se a validagao experimental em canal instrumentado
¢ a extensao a interfaces com deformacao dinamica.
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