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Abstract: Benford’s Law, also known as the Law of Anomalous Numbers, describes a
counterintuitive yet consistent pattern in the distribution of leading digits in numerical datasets
derived from natural phenomena. First formalized in 1938, it states that in many naturally occurring
datasets, lower digits appear more frequently as leading digits than higher ones, following a
logarithmic distribution—where the digit 1 appears about 30% of the time, while the digit 9 occurs
in only about 5% of cases. This principle has been successfully applied to various datasets, including
city populations, atomic weights, death rates, water consumption, sediment transport, income metrics,
and hydrological measurements. Given that hydrological time series can contain biases or
inconsistencies, Benford’s Law offers a statistical tool for assessing data quality. This study evaluates
the adherence of three Brazilian hydrological datasets to Benford’s Law, aiming to identify potential
irregularities. The datasets include daily discharge and precipitation records from 715 gauging
stations from Hidroweb, CAMELS-BR, and CABra. When analyzed as a whole, both discharge and
precipitation data closely followed the expected Benford distribution. At the individual series level,
most precipitation records also showed strong adherence. While discharge data generally followed
the expected distribution, greater variability was observed among individual time series. These results
suggest a general absence of distortions or bias and highlight the potential of Benford’s Law as a
diagnostic tool to identifying measurement issues, refining data filtering processes, and guide the
prioritization of gauging stations for hydrological analysis.

Resumo: A Lei de Benford, também conhecida como Lei dos Numeros Andomalos, descreve um
padrdo contraintuitivo, porém recorrente, na distribuigdo dos digitos iniciais de conjuntos numéricos
derivados de fendmenos naturais. Formalizada em 1938, a lei estabelece que, em muitos conjuntos
de dados naturais, digitos menores tendem a aparecer com maior frequéncia na posic¢ao inicial do que
digitos maiores, seguindo uma distribui¢cdo logaritmica — na qual o digito 1 ocorre em cerca de 30%
dos casos, enquanto o digito 9 aparece em apenas 5%. Essa regularidade estatistica foi aplicada com
sucesso a diversos dados, como populagdes de cidades, pesos atdmicos, consumo de dgua, indicadores
de renda e séries hidrologicas. Considerando que séries hidrologicas podem apresentar
inconsisténcias, a Lei de Benford se mostra uma ferramenta tutil como indicador de qualidade. Neste
estudo, analisa-se a aderéncia de trés bases hidrologicas brasileiras a Lei de Benford, com o objetivo
de identificar divergéncias. Os dados avaliados incluem séries didrias de vazdo e precipitacdo
provenientes de 715 estagdes fluviométricas extraidas do Hidroweb, CAMELS-BR e CABra. Quando
analisados em conjunto, tanto os dados de vazao quanto de precipitagdo apresentaram aderéncia a
distribui¢do de Benford. Individualmente, a maioria das séries de precipitagdo também apresentou
forte conformidade. Embora as vazdes, em geral, sigam a distribuicao tedrica, observou-se maior
variabilidade entre as séries individuais. Esses resultados indicam que certas estagdes podem ter
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padrdes artificiais ou vieses, e reforcam o potencial da Lei de Benford como ferramenta diagnostica
para identificagdo de problemas de medigdo, filtragem e priorizagdo de estagdes em analises
hidrolégicas.

Palavras-Chave — Lei de Benford, Consisténcia de Bases de Dados, Séries Hidrologicas.

INTRODUCAO

A qualidade e confiabilidade dos dados hidrologicos sdo fundamentais para a andlise e gestao
dos recursos hidricos. No Brasil, diversas bases de dados como o Hidroweb (ANA), o CAMELS-BR
(Chagas et al., 2020, dados disponiveis em https://zenodo.org/records/15025488) ¢ o CABra
(Almagro et al., 2021, dados disponiveis em https://zenodo.org/records/4070147) relinem séries
temporais de variaveis hidrometeoroldgicas, amplamente utilizadas por pesquisadores, gestores e
tomadores de decisdo. No entanto, a origem, os métodos de processamento e a consisténcia dessas
séries podem variar significativamente entre as fontes e podem afetar a qualidade da informacao
disponibilizada. Assim sendo, a utilizacdo de meios de afericdo da qualidade de dados tem grande
valia.

Neste contexto, a Lei de Benford ou Lei dos Numeros Andmalos, formalizada por Benford
(1938) com base em observagdes anteriores de Newcomb (1881), descreve um padrio estatistico
recorrente em dados provenientes de fendOmenos naturais. Embora muitas vezes vista como uma
curiosidade matematica, e recebendo pouca atencdo nas ciéncias da natureza, a lei apresenta
aplicacdes como ferramenta para auditoria, controle de qualidade e validagao de dados em diversas
areas, incluindo contabilidade, ciéncias da Terra e hidrologia.

Entretanto, mesmo sendo pouco utilizada nos recursos hidricos, estudos como os de Nigrini e
Miller (2007), Sambridge ef al. (2010) e Sowby (2018), demonstram a sua capacidade de servir como
indicador de rapido e eficaz de: Anomalias, Dados Incompleta; Erros de Medicdao; Controle de
Qualidade; Validagao de Modelos Numericos.

Nigrini e Miller (2007) utilizaram dois grandes conjuntos de dados hidroloégicos: as vazdes
médias anuais registradas em estacdes fluviométricas nos Estados Unidos (de 1874 a 2004) e o banco
de dados global de lagos e 4reas imidas (GLWD). Enquanto os dados de vazao apresentaram uma
conformidade quase perfeita com a Lei de Benford, os dados referentes a perimetros e areas de corpos
hidricos mostraram desvios significativos, com indicios de distribui¢do segundo uma lei de poténcia.

Sambridge et al. (2010) demonstraram que a Lei de Benford se aplica amplamente a conjuntos
de dados das ciéncias naturais, incluindo observagdes em geofisica, astronomia e matematica. Os
autores analisam 15 conjuntos de dados e identificam que a conformidade com a Lei esta associada a
presenca de uma ampla faixa dindmica e a auséncia de restri¢cdes artificiais. Por fim, Sowby (2018)
demonstrou que 3 bases de dados publicos de uso de 4gua potavel nos EUA seguem a Lei de Benford,
indicando seu potencial como ferramenta simples e eficaz para verificar a integridade e a
plausibilidade de dados hidrologicos € modelagens associadas. Em testes comparativos entre dois
conjuntos de dados, o conjunto conhecido por ser mais preciso também apresentou maior
conformidade com a Lei de Benford, reforcando sua utilidade na avaliacao da qualidade dos dados.

Embora a comunidade matematica ainda busque uma justificativa tedrica solida para a Lei de
Benford, existem evidéncias crescentes de que suas propriedades podem ser uma caracteristica
comum nas ciéncias fisicas (Sambridge (2011)). Nas ultimas décadas a comunidade cientifica tem
aumentado seu interesse nas propriedades desta lei, a ponto de existir um repositorio centralizado e
dedicado a estudos envolvendo esta lei (http://www.benfordonline.net/).
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Diante das questdes apresentadas, este estudo propde a aplicagcdo da Lei de Benford como
ferramenta diagndstica para investigar a consisténcia das séries de vazao e precipitacdo das trés bases
de dados brasileiras Hidroweb, CAMELS-BR e CABra. Por meio da comparagao entre a distribuicao
teorica dos primeiros digitos e a frequéncia observada nas séries temporais, busca-se identificar
possiveis distor¢des ou padrdes artificiais que possam comprometer analises de recursos hidricos
baseadas nestas informacgoes.

MATERIAIS E METODOS

Dados Utilizadas

Para esta analise foram utilizadas trés bases de dados, sendo elas o Hidroweb da Agéncia
Nacional de Aguas e Saneamento Bésico, o0 CABra (Almagro ef al., 2021) e CAMELS-BR (Chagas
et al., 2020). O Hidroweb se trata da principal base de dados hidrometeorologicos observados do
Brasil, e reine mais de 3.500 estacdes cadastradas em sua base. Enquanto isso o CAMELS-BR e
CABra sao conjuntos de dados padronizados e consistidos de parte do banco de dados da ANA, sendo
um dos seus objetivos, serem utilizados como testes de bancada para estudo dos recursos hidricos
brasileiros. O CAMELS-BR conta com aproximadamente 897 estacdes pré-selecionadas, enquanto o
CABra possui cerca de 735.

Com o objetivo de realizar uma anélise comparativa dos dados através da Lei de Benford, foram
selecionadas as 715 estagdes comuns as trés bases de dados. As séries de vazao foram avaliadas nas
trés fontes, enquanto as séries de precipitacdo foram consideradas apenas para o CAMELS-BR e o
CABra. Isso foi feito, pois os dados destas duas bases de dados nao se tratam de medi¢des pontuais,
como as presentes no Hidroweb, mas sim uma precipitagdo média sobre cada uma das bacias
hidrograficas tragadas a partir da coordenada da estagdo de referéncia. A Tabela 1 apresenta um
resumo das informagoes utilizadas neste estudo.

Tabela 1 — Dados Utilizados

Fonte Tipo Periodo
CAMELS-BR v2 Precipitagdo™ e Vazéo 1980 - 2024
CABra Precipitagdo™ e Vazéo 1980 -2010
Hidroweb Vazao > 10 anos de dados

*Valor médio sobre a bacia hidrografica

Lei de Benford e Métricas de Avaliacao

A Lei dos Numeros Andmalos, também conhecida como Lei de Benford, surge a partir da
observagao feita por Simon Newcomb, por volta de 1881, que nota que as primeiras paginas de livros
de tabelas logaritmicas eram muito mais utilizadas que as tltimas. Esta observacdo o levou a intuir
que numeros que comecam com o digito 1 sdo mais utilizados que nimeros que comegam com o
digito 9.

A partir desta ideia de Newcomb, Benford (1938) compila os primeiros digitos de
aproximadamente 20.229 observagdes de diferentes fontes como - populagdo de cidades, dados
financeiros, pesos atdmicos, comprimentos de rios etc - € demonstra que o primeiro digito d das
diferentes amostras segue uma distribuicao de probabilidades dada pela equagao 1.

P(d) = log;o(d + 1) — log1o(d) = logso (1+7) (1)

Posteriormente a Lei dos Numeros Anomalos foi generalizada, de modo que ¢ possivel
encontrar a distribuicdo de probabilidades, considerando ndo sé o primeiro digito, mas também os
dois primeiros, ..., € também probabilidades condicionais (por exemplo: Dado que o primeiro digito
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¢ 2, qual deve ser a probabilidade do quarto digito ser igual a 4). Além desta generalizagdo, vale
comentar que a Lei de Benford ¢ independente da base nimerica utilizada, ou seja, ela ndo so6 ¢ valida
para a base decimal, mas também bases como bindria, octal, hexadecimal etc.

De modo geral, a lei tende a se aplicar bem a conjuntos numéricos que representam ocorréncias
naturais (SOWBY, 2018), e ¢ justamente essa propriedade que motiva sua aplicagdo neste estudo -
Verificar a aderéncia dos trés bancos de dados hidrometeoroldgicos supracitados a Lei dos Numeros
Andmalos.

Para quantificar a aderéncia entre as distribuigdes empiricas e teodrico dos primeiros digitos,
optou-se por utilizar o Erro Méximo Absoluto (EMA) - definido como a maior diferenga absoluta
entre as frequéncias observadas e aquelas previstas pela distribui¢do de Benford. O EMA foi
calculado individualmente para cada estag¢do analisada.

Além disso, aproveitando que a base de dados CAMELS-BR possui uma lista de atributos
relativos a cada uma das bacias hidrograficas presente no seu banco, foi verificada a correlagao de
Spearman entre estas varidveis e 0 EMA das estacdes. Ao todo foram utilizados 59 atributos, sendo
eles relativos a topografia, uso do solo, hidrologia, clima, geologia, localizagdo, checagem de
qualidade e solo. Vale comentar que a base CABra também possui este tipo de informacao, porém
julgou-se suficiente até o momento a utilizagdo de apenas uma fonte de dados de atributo das bacias.

RESULTADOS
A avaliagdo dos resultados se deu em trés passos:

1. Comparagdo direta de todas as estagdes com a distribui¢do teorica da Lei de Benford;
2. Visualizacdo espacial do EMA;
3. Comparagao entre os valores de EMA dos diferentes bancos de dados;

A Figura 1 apresenta o conjunto de graficos referentes a primeira etapa de analise de resultados.
Através dela € possivel observar que, em média, todos os bancos e tipos de dados avaliados sdo
aderentes a Lei de Benford. Para os dados de precipitagdo, o comportamento médio apresenta menor
variancia entre as séries. Em particular, a frequéncia do digito 1 ¢ de aproximadamente 37%, enquanto
a distribuigdo tedrica preve cerca de 30%. Para os dados de vazdo, o comportamento médio apresenta
maior variabilidade. Apesar disso, os valores médios estdo mais proximos da distribui¢do teorica do
que os observados nas séries de precipitacao.

Investigando a distribui¢do espacial dos resultados (Figuras 2), € possivel observar que para os dados
de precipitagdo a regido mais proxima do litoral geralmente apresentam diferengas maiores que a
regido central do pais. As maiores divergéncias concentram-se nas macro regides hidrograficas do
Atlantico Leste e Atlantico Nordeste Oriental. No caso dos dados de vazao, a macro regido do Sdo
Francisco apresenta uma concentragdo de estacoes com maior EMA do que as demais regides, sendo
que essa concentragdo ocorre especialmente na por¢ao central e norte. A macro regido do Uruguaia,
por outro lado, apresenta forte aderéncia com a Lei dos Nimeros Anomalos.

Ao comparar os resultados dos dados de precipitagdo do CABra com os do CAMELS-BR
(Figura 3), € possivel observar que no geral existe uma boa correlacdo, porém algumas séries
temporais do CAMELS-BR possuem um EMA maior que aos do CABra. Essas estacdes com maior
desvio também aparecem no mapeamento da Figura 2, sendo que a sua maioria se encontra na parte
mais ao norte da macro regido do Atlantico Leste, e mais a oeste na regido do Atlantico Nordeste
Oriental.
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Figura 1 — Distribui¢@o de Frequéncias (Esquerda) e EMA (Direita) dos Diferentes Dados Analisados.
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Figura 2 — Dados de Precipitacdo (Acima) e Vazdo (Abaixo) — Erro Maximo Absoluto
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Figura 3 — Comparacdo entre 0 EMA das séries do Hidroweb e demais fontes de dados.
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Em relagdo as vazdes, a comparagao utilizou como base os dados do Hidroweb. A partir da
Figura 4 ¢ possivel observar que os dados do CAMELS-BR possuem uma boa aderéncia aos dados
do Hidroweb, enquanto os dados do CABra apresentam uma dispersdo maior, assim como EMA’s
mais elevados.

A Tabela 2 apresenta os coeficientes de correlagdo de Spearman entre os valores de EMA e
os atributos fisicos das bacias. Os principais destaques sdo que para precipitagdo, as maiores
correlacdes estdo associadas a Longitude da estagcdo (gauge lon, p = 0,64), indicando que regides
mais a leste do pais (litordneas) tendem a apresentar maior desvio da distribuicao tedrica. Da mesma
forma, a duragdo de eventos de precipitacdo extrema possui um valor importante (high _prec_dur, p
= 0,53), o que pode estar relacionado a maior dificuldade de medicdo durante chuvas intensas,
resultando em maior distorg¢ao.

Para a vazao, os atributos com maior correlacio com o EMA incluem a declividade da curva
de permanéncia de vazdes (entre os percentis 33% e 66%, slope_fdc), a frequéncia e duragdo de
vazoes baixas (low g freq e low g dur) e o escoamento de base (baseflow_index) - que foi o Uinico
atributo a apresentar correlacdo positiva com o EMA.

Tabela 2 — Coeficientes de correlagdo de Spearman entre os atributos fisicos das bacias e os valores de EMA.

Precipitacdo Precipitacdo Vazio Vazio Vazio
Atributo*
CABra CAMELS CABra CAMELS Hidroweb
gauge lat -0.04 -0.01 0.24 0.23 0.23
gauge lon 0.53 0.64 0.19 0.19 0.19
area_ana 0.12 0.05 0.02 -0.03 -0.02
area_gsim 0.12 0.06 0.01 -0.03 -0.03
p_mean -0.41 -0.46 -0.25 -0.22 -0.22
pet_mean -0.10 -0.08 0.30 0.29 0.28
et_mean -0.19 -0.26 0.00 0.04 0.04
aridity 0.25 0.30 0.28 0.25 0.25
p_seasonality 0.25 0.28 0.26 0.22 0.23
asynchronicity -0.27 -0.29 0.14 0.12 0.12
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high prec freq 0.25 0.33 -0.18 -0.16 -0.16
high prec_dur 0.43 0.53 0.07 0.04 0.04
low_prec_freq 0.30 0.41 -0.06 -0.03 -0.03
low_prec_dur 0.17 0.25 0.32 0.29 0.29
q_mean -0.30 -0.33 -0.23 -0.20 -0.19
runoff_ratio -0.24 -0.26 -0.22 -0.18 -0.18
stream_elas 0.02 0.00 -0.40 -0.39 -0.39
slope fdc -0.05 -0.07 -0.69 -0.67 -0.66
baseflow_index -0.20 -0.21 0.64 0.62 0.61
hfd_mean -0.36 -0.35 0.13 0.13 0.12
Q5 -0.15 -0.16 0.33 0.34 0.35

Q95 -0.26 -0.31 -0.39 -0.36 -0.35

high q freq 0.22 0.22 -0.49 -0.48 -0.48
high_q dur 0.32 0.30 -0.41 -0.43 -0.43
low_q freq 0.03 0.00 -0.63 -0.61 -0.61
low_q_dur 0.05 0.02 -0.55 -0.54 -0.54
zero_q_freq 0.22 0.29 0.00 0.02 0.02
elev_gauge -0.04 -0.01 0.11 0.10 0.10
elev_mean 0.10 0.16 0.06 0.06 0.06
slope_mean 0.31 0.33 -0.15 -0.12 -0.12
area 0.14 0.06 -0.01 -0.05 -0.05
crop_perc -0.07 -0.06 -0.01 -0.05 -0.05
crop_mosaic_perc -0.01 0.04 -0.01 -0.07 -0.07
forest_perc 0.07 -0.01 -0.13 -0.07 -0.07
shrub_perc 0.12 0.15 0.26 0.24 0.24
grass_perc 0.09 0.11 0.14 0.12 0.12
barren_perc 0.05 0.11 0.22 0.20 0.19
imperv_perc 0.10 0.13 0.14 0.12 0.12
wet_perc 0.06 0.01 0.06 0.02 0.02
SNOW_perc 0.14 0.10 -0.03 -0.03 -0.04
dom_land cover perc -0.08 -0.02 -0.08 -0.04 -0.05
geol class_1st perc -0.23 -0.23 -0.07 -0.03 -0.03
geol _class 2nd perc 0.20 0.21 0.05 0.03 0.03
carb_rocks perc 0.16 0.11 0.02 0.01 0.01
geol porosity -0.16 -0.25 0.01 -0.01 -0.02
geol permeability -0.29 -0.25 0.00 -0.04 -0.05
sand_perc -0.02 0.02 0.36 0.35 0.35
silt_perc 0.01 -0.05 -0.44 -0.42 -0.42
clay perc 0.01 0.00 -0.30 -0.30 -0.30
org_carbon_content 0.08 0.09 -0.15 -0.13 -0.13
bedrock_depth -0.10 -0.06 0.33 0.29 0.30
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water_table depth 0.34 0.40 -0.07 -0.05 -0.04
q_quality_control perc 0.06 0.05 -0.05 -0.06 -0.05
q_stream_stage perc 0.02 0.08 0.19 0.19 0.19
consumptive use 0.07 0.20 0.06 0.02 0.01
consumptive use perc 0.27 0.38 0.15 0.11 0.11
reservoirs_vol 0.19 0.17 -0.01 -0.05 -0.05
regulation_degree 0.22 0.21 -0.03 -0.06 -0.06

* Atributo segue a nomenclatura do CAMELS-BR, disponivel em https://zenodo.org/records/15025488
CONCLUSOES

A aplicacdo da Lei de Benford as séries hidrometeoroldgicas brasileiras das bases Hidroweb,
CAMELS-BR ¢ CABra revelou-se uma ferramenta eficaz para avaliagdo preliminar da consisténcia
e integridade dos dados. De modo geral, os resultados demonstram que tanto os dados de precipitagdao
quanto os de vazdo apresentaram boa aderéncia a distribui¢do teoérica da Lei de Benford, quando
considerados em conjunto, porém estacdes individuais podem apresentar desvios consideraveis.

Nao foi feito uma investigacao a fundo de cada uma das estagdes, porém vale ressaltar que ndo
necessariamente uma discordancia com a Lei dos Numeros Andémalos indica um problema nos dados
em si, mas sim que existe um indicativo de que eles ndo seguem um comportamento natural. Por
exemplo, no caso de medi¢cdes de vazdo a jusante de um barramento, ¢ esperado que ocorra uma

diferenca.

As analises revelaram que:

As séries de precipitagdo foram mais estaveis e menos dispersas, embora apresentem
uma leve super-representacdo do digito 1;

As séries de vazao apresentaram maior variabilidade entre estacdes, mas com média
global mais proxima da distribuigdo tedrica;

Regides litoraneas, especialmente no Atlantico Leste e Atlantico Nordeste Oriental,
concentraram estacdes com maiores desvios, tanto para precipitacdo quanto para vazao;

A bacia do Sdo Francisco apresentou agrupamentos notaveis de estacdes com altos
valores de EMA, enquanto a bacia do Uruguai destacou-se pela elevada conformidade
com a Lei.

A comparagdo entre bases mostrou que:

Os dados de precipitagdo do CAMELS-BR e do CABra sdo coerentes entre si, embora
o CAMELS-BR apresente EMA ligeiramente superior em algumas regides;

Os dados de vazdo do CAMELS-BR se alinham mais fortemente com o Hidroweb,
enquanto o CABra mostrou maior dispersao.

A andlise de correlagcdo de Spearman com os atributos fisicos das bacias revelou que:

Para precipitacdo, a longitude e a duragcdo de eventos extremos estdo positivamente
associadas aos desvios, sugerindo que condi¢des extremas e posicionamento geografico
influenciam a aderéncia a Lei de Benford;

Para vazao, atributos como declividade da curva de permanéncia, escoamento de base e
duracao/frequéncia de vazdes baixas apresentaram correlagdes relevantes com o EMA,
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o que pode indicar influéncia de caracteristicas hidrologicas estruturais na conformidade
com a distribui¢ao esperada.

Esses resultados refor¢am o potencial da Lei de Benford como ferramenta complementar em
processos de validagdo e diagndstico de bases de dados hidrologicos. Sua aplicagdo permite a
deteccdo de padroes artificiais, priorizacao de estagdes para revisdo ou filtragem e aperfeicoamento
de modelagens e analises de larga escala no contexto da hidrologia brasileira.
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