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RESUMO - O presente trabalho faz uma andlise de alguns dos diferentes métodos existentes para o
calculo da dimensdo fractal. O conceito de fractal e de dimensdo fractal foi difundido por
Mandelbrot em 1983, com o intuito de estimar a complexidade de objetos que ndo se enquadravam
na Geometria Euclidiana. Com base nessas informacGes, foi estudada a Bacia Hidrografica do
Ribeirdo Marmelo através do manuseio do mapa da regido com o auxilio de instrumentos de
medida. Fazendo o uso de quatro métodos presentes na literatura: RazGes de Horton, Método da
Distribuicdo da Probabilidade de Excedéncia do Comprimento de Canais, Método do Box-Counting
e Método de Richardson, pode-se estabelecer diferentes valores para a dimensdo fractal da bacia em
estudo. Mediante os resultados, pode-se afirmar que, apesar das variagdes encontradas para 0S
valores de Df, estes encontram-se dentro do previsto pela literatura, e portanto, redes de drenagem
podem ser vistas como objetos fractais.

ABSTRACT - This paper makes an analysis of some of the different existing methods for the
calculation of the fractal dimension. The concept of fractal and of fractal dimension was divulged
by Mandelbrot in 1983 with the objective of estimating the complexity of objects that did not fit in
Euclidean Geometry. Based on this information, the Bacia Ribeirdo Marmelo was studied by
handling the map of the region with the support of measuring instruments. Making use of four
methods in the literature: Horton’s Laws, Geometric Stream Length Exceedence Probabily
Distribution, the Box-Counting Method and Richardson’s Method, different values for the fractal
dimension of the watershed in the study were determined. From the results, it can be stated that, in
spite of such variations in the values of Df, these are within the predicted by the literature and
therefore the drainage networks can be viewed as fractal objects.
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INTRODUCAO

O conhecimento das caracteristicas fisicas de uma bacia hidrogréafica constitui um elemento
de grande importancia, ja que esta intrinsecamente ligado ao comportamento hidrolégico da rede de
drenagem. Através do estabelecimento de comparacOes entre dados conhecidos e caracteristicas
fisicas das bacias pode-se determinar planos e projetos, de maneira a contribuir e esclarecer a
dindmica ambiental (Villela et.al. (1975) apud Silveira (2006)).

Baseando-se na Teoria do Caos, Briggs et al. (1992) propdem que a natureza em sua
criatividade apresenta padrbes caoticos, exemplificados pelo seu comportamento complexo e
instavel. A palavra fractal, difundida por Mandelbrot (1977), descreve os objetos caoticos, com
propriedades determinantes de complexidade infinita, auto-similaridade (uma parte do objeto pode
ser vista como a réplica do todo, em uma escala menor) e auto-afinidade, tal como a rede de
drenagem de uma bacia hidrografica. Sendo assim, a dimensdo fractal, utilizada para caracterizar
descontinuidades na natureza que ndo se encaixam nas dimensdes euclidianas, determina o quéo
irregular os objetos podem ser em diferentes escalas.

Atrelando conhecimentos de geometria fractal e conceitos de hidrologia basica pode-se
avaliar com maior eficiéncia as caracteristicas geomorfoldgicas de uma bacia hidrografica, como
por exemplo, a melhor caracterizacdo das redes de drenagem ou até mesmo a associacdo da
dimens&o fractal & resposta hidrolégica.

A Bacia do Ribeirdo Marmelo, localizada na regido do Complexo de Juiz de Fora, sob
condicdes montanhosas e relevo mais acidentado em determinadas regides, foi escolhida para o
estudo visando a analise e comparacdo da dimensdo fractal por métodos distintos e a consequente

verificacdo das caracteristicas geomorfoldgicas e hidroldgicas da regido.

SISTEMA DE HIERARQUIZACAO DAS REDES DE DRENAGEM

O estudo da classificacdo das redes de drenagem teve como precursor Horton (1945) que
quantificou os canais, classificando-os por ordem. Posteriormente, Strahler (1952) simplificou este
método definindo que quando canais tém origem nas fontes sdo canais de primeira ordem; quando
canais de ordens iguais Xy se unem formam um canal de ordem superior Xy+1; quando canais de
ordens diferentes se unem, prevalece a classificacdo do canal de maior ordem; e a ordem da rede de
canais equivale a ordem mais alta do canal que a constitui. A Figura 1 mostra uma rede de

drenagem segundo a classificacdo de Strahler (1952).
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Figura 1: Classificacdo dos canais de uma rede de drenagem segundo Strahler
Imagem cortesia da FISRWG (Fonte: http://www.fgmorph.com/fg_4_8.php)

DIMENSAO FRACTAL
Observa-se na geometria euclidiana classica que a dimensdo de um objeto € dada pelo nimero
de coordenadas no espaco ocupadas pelo mesmo, sendo sempre um ndmero inteiro. Segundo
Mandelbrot (1977) apud Mendonga et. al. (2007) nuvens néo séo esferas, montanhas ndo sdo cones,
linhas costeiras ndo séo circulos, cascas de arvores ndo sdo suaves e nem mesmo a luz caminha em
linha reta. Com esse pensamento, Mandelbrot (1977) introduziu o conceito de fractais e o de
dimensoes fracionadas, possibilitando o estudo de objetos que ndo se enquadravam na geometria
classica por possuirem trés caracteristicas relevantes: auto-semelhanca em diferentes niveis de
escala, dimensdo fractal e complexidade infinita (Gulick, 1992). A dimensdo Hausdorff ou
dimensdo fractal caracteriza-se pela representacdo do nivel de irregularidade ou complexidade de
um determinado objeto em diversas escalas. Portanto, pode-se afirmar que a dimensao fractal é
diretamente proporcional a complexidade do objeto.
Segundo Mandelbrot (1977) apud Gomes (1997) a dimenséo fractal pode ser compreendida
assumindo-se que para cobrir certo objeto no espaco n-dimensional, requer-se N, esferas n-

dimensionais de didmetros d. N e d relacionam-se na seguinte equacao:

N, (d)~ dP 1)
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Para Mandelbrot (1977) apud Silveira (2006) os fractais tém dimensdo superior a sua
dimensdo euclidiana. Para Serra e Karas (1997) apud Silveira (2006), a dimensdo fractal esta
relacionado com o espaco que o objeto fractal ocupa. Segundo Christofoletti & Christofoletti (1994)
apud Gomes (1997) as dimensGes fractais podem ser enquadradas em intervalos de acordo com o
objeto em estudo. Valores entre 0 e 0,99 sdo caracteristicos de estruturas com base em pontos, como
por exemplo, fractais de séries temporais. Compreendidas entre os valores de 1,0 e 1,99 estéo as
curvas irregulares, como as tortuosidades e as sinuosidades das linhas costeiras e os meandros dos
cursos fluviais. Valores de 2,0 a 2,99 representam as estruturas bidimensionais, tal como o do
formato de bacias hidrogréficas. Estruturas espaciais de representacdo volumeétrica, como jazidas

minerais ou volume de nuvens na atmosfera apresentam dimensoes entre 3,0 e 3,99.

DIMENSAO FRACTAL E AS LEIS DE HORTON

Além da classificacdo das redes de drenagem, Horton (1945) deduziu a Lei do Numero de
Canais (Rg) e a Lei do Comprimento dos Canais (Ry), representadas respectivamente pela estrutura
geoldgica da rede e pela estrutura geométrica. Continuando o trabalho de Horton, Schumm (1956)
apud Smart (1972) prop6s a Lei da Area de Drenagem (Rp). As trés leis descritas acima podem ser

escritas no seguinte formato:

Lei do NUmero de Canais:

Rp o b=t 2)

Nxj

Lei do Comprimento de Canais:
Lx;

RL = le-_._ (3)
Lei da Area de Drenagem:
e Az
Ry 7" (4)

Segundo Strahler (1952) apud Araujo et al. (2011) os resultados encontrados devem pertencer a faixas

de valores de 3a5; de 1,5a 3,5; e de 3 a 6, para os valores de Rg, R, e Rx, respectivamente.
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Com o intuito de compreender a teoria quantitativa das redes de canais e estabelecer uma relacdo entre
a dimensdo fractal e as razGes de Horton, varios estudos foram feitos com pardmetros que caracterizam as
bacias hidrogréficas. Para a determinacéo da dimenséo fractal, La Barbera & Rosso (1987) consideraram as
leis de nimero de canais e comprimento de canais invaridveis para diversas escalas. O calculo da Dimensé&o

Fractal pode ser obtido a partir das Leis de Horton segundo as equagdes:

__logRp
- logRy

. Rs>R, (5)

D =1 Rg<R, (6)

METODOLOGIA

No presente trabalho utilizaram-se trés métodos propostos por Tarboton et al. (1988) para a
determinacdo da dimensdo fractal de redes de drenagem: método da distribuicdo da probabilidade
de excedéncia do comprimento de canais, método “Box-Counting” desenvolvido por Goodchild
(1982) apud Lovejoy et AL. (1987) e método de Richardson.

O Meétodo da Distribuicdo da Probabilidade de Excedéncia do Comprimento de Canais
permite o célculo da dimensdo fractal em redes de drenagem através da utilizacdo de um
determinado instrumento de medida, a régua. Os canais sdo medidos um a um, de seu ponto inicial
até o final e, posteriormente, ordenados de maneira decrescente.

Tarboton et al.(1988) apud Araujo et al. (2011) observaram que a probabilidade de ocorréncia

de r é proporcional a r°, denotando uma distribuicdo hiperbélica, escrita como:

p = Prob [comprimento =[] & 17P (7

Onde D é a dimenséo fractal e | € o comprimento dos canais.

A probabilidade de excedéncia é dada por:

p=-_" 8)

n+l

Onde m é a ordem de um canal em uma lista ordenada do mais longo ao mais curto € n é o nimero

total de canais da rede de drenagem.
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Mediante a construcdo de um gréfico da probabilidade de excedéncia P em fungdo do
comprimento dos canais |, pode-se obter a dimenséo fractal, representada pelo coeficiente angular
da reta.

O segundo método utilizado, o Box-Counting, consiste em cobrir toda a rede de drenagem
com uma malha de quadriculas em diferentes escalas. A dimens&o fractal é dada pela inclinacéo da
reta obtida através do gréfico do nimero de quadriculas em funcéo do tamanho das quadriculas.

O nudmero de quadriculas N(r) necessario para cobrir a rede de drenagem é dado pela seguinte

equacao:

N(r)~(1/r)" 9)

Este tipo de analise esta baseado na definicdo de dimensdo fractal dado por Hentschel &
Procaccia (1983) apud Gomes (1997) como:

logNi(r)

D =lim, g lim,, _,

(10)

logr

Onde m é o numero de pontos do conjunto.

A dimensdo fractal também foi determinada pela utilizacdo do método de Richardson, no qual
todos os canais da rede de drenagem sdo medidos em diferentes escalas com o auxilio de um
instrumento de medida, o compasso. O comprimento aproximado é dado por L=Nr, onde N é o
nimero de passos e r € o tamanho de cada passo. Para que aja uma maior exatiddo devemos fazer
com que r—0.

L = lim

Nr (11)

r—=0

Relacionando o nimero de passos com o tamanho de cada passo, em um gréafico log-log, uma

inclinacdo i € observada. A dimenséo fractal é dada por:

L & p1-D (12)
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AREA DE ESTUDO

A sub-bacia do Ribeirdo Marmelo localiza-se no municipio de Juiz de Fora na Zona da Mata
Mineira, especificamente no Complexo de Juiz de Fora, um dos dois dominios geoldgicos da regido
(PDJF, 1996). A Zona da Mata possui o relevo predominantemente montanhoso, com algumas
regides onduladas e de planicies, tornando a capacidade de uso da terra economicamente
desfavoravel. A regido apresenta um clima tropical Umido, caracterizado por duas esta¢cdes bem
definidas: verdo quente e umido, e inverno frio e seco. Além disso, suas coberturas vegetais sdo do
tipo: Floresta Atlantica, Cerrado e Campo Cerrado e 0 Campo Rupestre de Altitude.

O Ribeirdo Marmelo pertence a bacia hidrografica do rio Paraiba do Sul a qual possui uma
importancia estratégica devido a sua capacidade de abastecimento para 0s municipios mineiros
compreendidos em seus limites e os Estados do Rio de Janeiro e S&o Paulo.

De acordo com Araujo et al. (2011), o Complexo Juiz de Fora possui grande extenséo e é
formado por rochas metamorficas antigas que foram sujeitas a varios processos de transformacao
geoldgicos. Acompanha todo o perimetro urbano onde estabelece uma relevante falha geoldgica
regional. Esta falha constitui o front principal que durante a sua rigorosa formagéo gerou falhas de
menor porte como, por exemplo, a que acompanha o vale do Ribeirdo Marmelo responsavel pela
formac&o do vale do Rio Paraibuna, o principal rio do municipio. E uma regido montanhosa com
altitudes que variam aproximadamente entre 670m a 1000m, apresentando relevo mais acidentado
com sua paisagem trabalhada pelos agentes erosivos.

RESULTADOS

De acordo com o sistema de hierarquizacdo, a Bacia Hidrografica do Ribeirdo Marmelo
apresentou grandeza de 42 ordem.

Através dos dados obtidos a partir dos mapas fornecidos pelo Instituto Brasileiro de
Geografia e Estatistica - IBGE (1981) na escala de 1:50.000, foram calculadas as Razdes de Horton:
Razbes do Comprimento de Canais (R.) e Razdo do Numero de Canais (Rg) que se encontram da
Tabela 1. Fazendo uso da equacgéo (5) foi determinada a dimenséo fractal segundo as Razdes de
Horton representadas na Tabela 2.
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Tabela 1: Dados e valores das Razdes de Horton da Bacia do Ribeirdo Marmelo

Ordem 0 . .
dos N d? Comprimento Co”lp'f'me”t" Raz0bes de Horton
Canai Canais (m) Meédio (m)
anais
1 102 54550 534,80 Razéo do Comprimento de
Canais R
2 22 20050 911,36 2,03
3 5 8675 1735 Raz&o do NUmero de
4 1 9000 9000 Canais Rg
4,68

Os valores obtidos para Rg e R confirmam os limites estabelecidos na literatura por Strahler
(1952). A dimensdo fractal de bacias hidrogréficas naturais pode fugir as estimativas como pode ser
observado na Figura 2, pois a dimensdo fractal ndo tende a um valor constante, apesar de estar
confinada entre 1,5 e 2 de acordo com La Barbera & Rosso (1989) apud Araujo et al. (2011). O
grau de complexidade encontrado para o Ribeirdo de Marmelo apresenta-se um pouco abaixo do

esperado. O mesmo pode ser observado na Figura 2 onde algumas bacias americanas possuem

valores para Df um pouco maiores que 2 e outras valores entre 1 e 1,5.

Ry

Razdio de Bifurcagiio

acia do Ribeirdio Pirapitingui

¥ Bacia do Ribeirio Marmelo

Ribeirdo do Feijio

1 1,4

1,8

22 2.6

Razao de Comprimento RI,

30 34

Figura2: Anéalise dos valores de Rg e R, (Araujo et al., 2011)
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Tabela 2: Dimensao fractal determinada através das Razdes de Horton

Bacia Hidrografica Dimenséo fractal
Ribeirdo Marmelo 1,44
Ribeir&o de Palmital* 1,56
Ribeirdo do Pirapitingui* 1,71
Ribeirdo do Feijado* 1,97

*Fonte: Gomes (1997)
A dimensdo fractal também foi determinada através de métodos gréficos: Método da
Probabilidade de Excedéncia do Comprimento de Canais (Figura 3), Método de Box-Conting

(Figura 4) e Método de Richardson (Figura 5), por meio das equacbes (7), (9) e (12),
respectivamente.

1,00E+00

1,00€E-01

1,00€-02

Probabilidade de Excedéncia

1,00E-03
10 100 1000 10000

Comprimento dos Canais (m)

Figura 3 — Dimensdo fractal obtida pelo Método da Probabilidade da Excedéncia do Comprimento de Canais para a

Bacia do Ribeirdo Marmelo

Observa-se que o valor encontrado para a dimensdo Df pertence a faixa de valores
encontrados por Gomes (1997), La Barbera & Rosso (1989) e Tarboton et al. (1988).

X1 Simpésio De Recursos Hidricos Do Nordeste 9



Tabela 3: Dimensdo fractal determinada pelo Método da Probabilidade de Excedéncia do Comprimento de Canais

Bacias Hidrograficas Dimenséo fractal
Ribeirdo Marmelo 2,01
Ribeir&o de Palmital* 1,97
Ribeirdo de Pirapitingui* 1,95
Ribeirdo do Feijo* 1,83

*Fonte: Gomes (1997)

1000

100

Numero de Quadriculas

10 100 1000 10000

Tamanho da Quadriculas (m)

Figura 4 — Dimenséo fractal obtida pelo Método do Box-counting para a Bacia do Ribeirdo Marmelo

A dimensdo fractal encontrada para o Ribeirdo Marmelo foi de 2,16 confirmando a
literatura, segundo a qual Christofoletti & Christofoletti (1994) apud Araujo et al. (2011) afirmaram
que estruturas espaciais de representacdo bidimensional de uma superficie irregular tais como o

formato de bacias hidrograficas apresenta Df entre 2 e 2,99.
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Comprimento Total da Rede de Canais L(m)

Tamanho do Passo r(m)

Figura 5 — Dimensdo fractal obtida pelo Método de Richardson para a Bacia do Ribeirdo Marmelo

Para o método de Richardson foi encontrado o valor da dimenséo fractal Df pertinente a literatura, o
gual foi comparado, na Tabela 5, com os valores obtidos por Gomes (1997) em sua analise de bacias

hidrograficas brasileiras.

Tabela 5: Dimensdo fractal determinada pelo Método de Richardson

Bacias Hidrograficas Dimensao fractal
Ribeirdo Marmelo 1,71
Ribeirdo de Palmital* 1,97
Ribeirdo de Pirapitingui* 1,98
Ribeirdo do Feijo* 1,78

*Fonte: Gomes (1997)

CONCLUSAO
Mediante a analise dos quatro métodos utilizados, pode-se observar que os valores da

dimenséo fractal para a bacia do Ribeirdo Marmelo estéo entre 1,5 e 2, apresentando alguns pontos
flutuantes. Entretanto, estes pontos encontram-se no limiar da faixa de valores citados na literatura e

podem ser justificados devido as caracteristicas heterogéneas da bacia.
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Todos os métodos adotados neste trabalho baseiam-se em medidas de comprimento, porém
sdo distintos, ndo podendo ser comparados entre si, inviabilizando a escolha do mais preciso.
Mesmo assim, os resultados obtidos demonstram que a bacia hidrografica possui um padréo de
ramificacdo que cobre toda a area de drenagem, confirmando o pressuposto de Tarboton et al.

(1988) de que as redes de drenagem podem ser vistas como objetos fractais.
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