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Resumo - As ferramentas para análise hidráulica são componentes importantes na avaliação do 

funcionamento das redes de distribuição de água. Existem diversos métodos que podem ser 

utilizados para essa análise, no entanto, os modelos que procuram resolver o sistema de equações 

através do método Newton-Raphson ou por meio de linearizações sucessivas são os mais eficientes. 

O objetivo deste trabalho é fazer uma comparação dos métodos Newton-Raphson, Teoria Linear, 

Híbrido e Gradiente para a análise de redes de distribuição de água em regime permanente. Foram 

utilizadas duas redes comuns na literatura que possuem componentes hidráulicos. O método do 

Gradiente  foi o que convergiu em menos iterações para redes sem componentes, enquanto que o 

método Híbrido foi o que mais se adaptou aos sistemas com dispositivos hidráulicos. 

 

 

Abstract - The hydraulic analysis tools are important in the performance evaluation of water 

distribution networks. Various methods are available for such analysis. However, the hydraulic 

models that solve the system of equations describing the flow problem through Newton-

Raphson or through its successive linearizations are the most efficient. It is the purpose of this 

paper to compare Newton-Raphson, Linear Theory, Hybrid and  Gradient methods for steady-

state hydraulic network analysis. The networks with hydraulic components frequently used in 

the literature were employed for this analysis. The  Gradient method was found to produce best 

results in terms of number of iterations for the networks without components, whereas the 

Hybrid method was  better for those with hydraulic components. 

 

 

                                                 
1 Doutorando SHS/EESC/USP Av. do Trabalhador Sãocarlense, 400 Centro CEP 13560-250 Caixa Postal 359. Fone: 
0xx16-273-8267 Fax: 0xx16-273-9550 e-mail: klebberformiga@uol.com.br 
2 Professor Titular SHS/EESC/USP Av. do Trabalhador Sãocarlense, 400 Centro CEP 13560-250 Caixa Postal 359. 
Fone: 0xx16-273-8267 Fax: 0xx16-273-9550 e-mail: fazal@sc.usp.br 
3 Doutorando SHS/EESC/USP Av. do Trabalhador Sãocarlense, 400 Centro CEP 13560-250 Caixa Postal 359. Fone: 
0xx16-273-8267 Fax: 0xx16-273-9550 e-mail: pcheung@bol.com.br 
4 Doutorando SHS/EESC/USP Av. do Trabalhador Sãocarlense, 400 Centro CEP 13560-250 Caixa Postal 359. Fone: 
0xx16-273-8267 Fax: 0xx16-273-9550 e-mail: alexandrekepler@yahoo.com.br 



XV Simpósio Brasileiro de Recursos Hídricos                      2 

Palavras-chave - sistema de distribuição de água, modelagem computacional, análise de redes de 

distribuição de água 

 

 

INTRODUÇÃO 

Nos sistemas de distribuição de água, ferramentas para análise hidráulica são importantes na 

avaliação do estado da rede e, consequentemente, para o seu bom funcionamento. A análise 

hidráulica pode ser feita considerando o regime de escoamento na rede como sendo permanente ou 

não permanente (transiente). 

Os métodos de análise não permanente são, geralmente, empregados para estudar o 

comportamento dos diversos componentes do sistema como válvulas, bombas, etc., sendo indicados 

em estudos de controle que visam minimizar os efeitos dos transientes hidráulicos no sistema. 

Quando se deseja estudar o comportamento hidráulico do sistema em termos de distribuição das 

vazões nos trechos e das pressões nos nós da rede na fase de projeto, recorre-se a modelos 

permanentes. 

Nos métodos de regime permanente, a análise hidráulica de redes de abastecimento de água é 

um problema que envolve a resolução de um sistema de equações não-lineares. Apesar de ter 

havido um grande avanço no desenvolvimento de métodos para esse fim nas últimas décadas, 

metodologias como o do seccionamento fictício e até mesmo o de Hardy-Cross (Cross, 1936), ainda 

são usadas na prática. Tais metodologias, desenvolvidas quando não se contava ainda com 

computadores, podem ser empregadas satisfatoriamente em cálculos manuais de redes de pequeno 

porte. Porém, para sistemas maiores, esses métodos apresentam limitações como baixa taxa de 

convergência e dificuldade na implementação de componentes hidráulicos (Salgado et al., 1975). 

Os métodos mais recentes aplicados à análise hidráulica de uma rede hidráulica podem ser 

classificados de duas formas. O primeiro grupo busca resolver o sistema de equações através de 

métodos como o de Newton-Raphson ou através de linearizações sucessivas do mesmo. O segundo 

resolve o problema através de métodos de otimização em que se procura minimizar uma função 

objetivo que relaciona o resíduo dos balanços de massa nos nós e das energias nos circuitos de 

modo que ao final do processo, todos os nós estejam balanceados. Neste trabalho foram abordados 

os primeiros, pois estes apresentam um desenvolvimento do estado da arte maior, estão melhor 

documentados na literatura e, até o momento, apresentam maior eficiência computacional para as 

dimensões das redes estudadas na prática. O objetivo deste trabalho é fazer uma comparação dos 

métodos mais utilizados para a análise de redes de distribuição de água em regime permanente. 
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METODOLOGIA 

Equações Hidráulicas 

Os problemas de análise hidráulica de uma rede procuram determinar dois tipos de incógnitas 

que são: as cargas hidráulicas nos nós da rede (hi) e as vazões nos seus diversos trechos (qj). A 

escolha do conjunto de incógnitas que se irá trabalhar é a base do desenvolvimento do método de 

simulação hidráulica. 

Os modelos que têm as vazões como incógnita, procuram resolver o conjunto de equações de 

conservação de energia dentro de diversos circuitos da rede, ditos naturais. Souza e Chaudhry 

(2001) mostraram que esse tipo de formulação apresenta convergência e estabilidade superior aos 

modelos baseados nos balanços de massa nos nós, que têm as cargas hidráulicas como incógnitas. 

No entanto, a formulação dos circuitos considera que as demandas do sistema são constantes, não se 

podendo trabalhar com demandas variáveis nos nós, impossibilitando assim o seu emprego na 

análise de problemas de vazamentos e demandas dirigidas pela pressão, que são duas importantes 

linhas de pesquisa na análise hidráulica de redes de distribuição de água. Sendo assim, os modelos 

utilizados neste trabalho procuram resolver um sistema de equações de conservação de massa nos 

nós tendo como variáveis as cargas nos nós. 

No desenvolvimento dos modelos, será considerada a seguinte convenção: para um trecho i 

que conecte dois nós ji,1 e ji,2, diz-se que a vazão é positiva quando a direção do fluxo é do nó ji,2 

para o nó ji,1. 

Assim, em uma rede qualquer composta por n nós interiores, nr nós fontes (reservatórios ou 

tanques), e m trechos que conectam os nós, a perda de carga entre dois nós, i e j, será expressa por: 
α
ii1ij2ij qKhh =− ,,  (1) 

 

em que Ki é o coeficiente de resistência do trecho i e α é o expoente da fórmula de perda de carga. 

A conservação de massa no sistema é expressa por: 

n1j0QqaF
m

1i
iiijj K=∀=−= ∑

=
 (2) 

 

sendo Qi as demandas concentradas no nó i; aij = -1, se a vazão do trecho m chega ao nó; aij = 1, se 

a vazão do trecho m sai do nó e aij = 0 caso os nós não sejam conectados pelo trecho. 

Considerando a resolução em termos das carga nos nós, tem-se a seguinte formulação: 

( )
n1j0Q

K

hh
aF

m

1i
i1

i

1
jj

ijj
1i2i K=∀=−

−
= ∑

=
α

α

/

/
,,  (3) 
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A matriz de incidência Â (m x n+nr) formada pelos elementos aij pode ser dividida em duas 

submatrizes A (m x n) e Ar (m x nr), sendo a primeira correspondente aos nós interiores, ou 

consumidores, e a segunda aos nós fontes. 

O sistema de equações resultante é não linear e de ordem n. Para se solucionar esse sistema, 

recorre-se a métodos numéricos iterativos como o método de Newton-Raphson e suas variações, ou 

a linearização sucessiva do sistema, Método da Teoria Linear. 

 

MÉTODOS DE RESOLUÇÃO 

MÉTODO NEWTON-RAPHSON 

O método Newton-Raphson para a resolução de sistemas de equações não lineares pode ser 

escrito da seguinte forma (Shamir e Howard, 1968): 

kk1k XXX ∆+=+  (4) 

 

onde: 

kk k
FJX -1−=∆  (5) 

 

em que: 

kXXX
FJ

=







∂
∂

=
i

i
k é a matriz Jacobiana da função F  (6)  

 

e k é a iteração atual do processo. 

 

Quando as cargas hidráulicas da rede são incógnitas, o sistema (4) pode ser escrito como: 

kk1k hhh ∆+=+  (7) 

 

A matriz Jacobiana desse sistema será: 

AC'AJ T
k =  (8) 

 

onde: 


















−

α

−

α

−

α
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−

α

−

α

−

/1
m

1
a
1

1,mj2,mj

/1
2

1
a
1

1,2j2,2j

/1
1

1
a
1

1,1j2,1j

K

hh1,,
K

hh1,
K

hh1diag KC'  (9) 
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fazendo  

C=α C’ (10) 

 

tem-se: 

CAAJ T
k α

=
1  (11) 

 

O vetor Fk será expresso matricialmente por (Nielsen, 1989): 

[ ])hAC(AhAQF rrk ++= T
k  (12) 

 

sendo hr o vetor com as alturas d�água dos reservatórios. 

 

Com isso a equação matricial (7) pode ser expressa por: 

[ ])hAC(AhA[QCA]Ahh rrk
-1T

k1k ++α−=+
T  (13) 

 

MÉTODO DA TEORIA LINEAR 

O método da Teoria Linear (TL) foi proposto inicialmente por Wood e Charles (1972) sendo 

modificado posteriormente por Isaacs e Mills (1980) de modo a resolver o sistema na formulação 

dos nós. Este método lineariza a equação (1) resolvendo o problema sucessivamente até que a 

solução do encontrada atenda a uma precisão pré-determinada. 

No método TL, o problema é linearizado da seguinte forma: 
1a
1kikiik1,ijk2,ij

qqKhh −
−

=−  (14) 

 

onde 
1ki

q
−

é a vazão no trecho i durante a iteração anterior. 

 

O sistema de equações da conservação de massa será expresso por: 

( ) n1j0QhhYaF
m

1i
ijjiijj k1ik2ik

K=∀=−−= ∑
=

,,
 (15) 

 

em que: 

( )
( )

i1

i

11

1k1ij1k2ij

11

1k1ij1k2ij

1

i

ki
C

K

hh

hhK

1Y =
−

=
−

=
−

−−

−

−−

α

α

αα

,,

,,

 (16) 
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Nielsen (1989) resolveu o sistema resultante aplicando às equações resultantes um método de 

gradiente, semelhante ao método NR. A Jacobiana desse sistema será dado por: 

CAAJ T
k =  (17) 

 

Dessa forma, o novo valor da carga hidráulica no nó será dado por: 

][ )hAC(AhA[QCA]Ahh rrk
-1T

k1k ++−=+
T  (18) 

 

MÉTODO HÍBRIDO DE NIELSEN (1989) 

Tanto o método de Newton-Raphson (NR) quanto o da Teoria Linear (TL) apresentam 

vantagens e desvantagens. De um modo geral, o método NR converge mais rápido 

(quadraticamente) quando comparado com o TL, porém o mesmo necessita de bons valores iniciais 

para que isto ocorra. Caso a aproximação inicial não esteja nas proximidades da solução final, o 

método NR pode consumir mais iterações para convergir, podendo até não fazê-lo (Souza et al., 

2000).  

Essa dificuldade é contornada implementando-se sub-rotinas para a determinação de melhores 

valores da solução inicial. O método da TL apresenta uma taxa de convergência inicial melhor do 

que o método NR, não precisando de valores iniciais tão bons. No entanto, o método TL tende a 

oscilar em torno da solução final, apresentando dificuldades de convergência para sistemas 

complexos (Hansez et al., 1990). 

O método proposto por Nielsen (1989), doravante chamado de Híbrido, faz inicialmente 

algumas Iterações Iniciais (II), com o método TL, obtendo-se uma melhor aproximação das vazões 

e cargas hidráulicas nos nós. Essa aproximação é a solução inicial do método NR, que, a partir do 

valor encontrado, tende a convergir em um número menor de passos. Com isso, o método TL 

serviria como uma rotina para determinação dos valores de partida para o método de Newton-

Raphson propriamente dito. 

Como as formulações dos métodos TL e NR são semelhantes, a implementação do método 

Híbrido ocorre de maneira simples, como mostrado a seguir: 

][ )hAC(AhA[QCA]Ahh rrk
-1T

k1k ++−=+
Tγ  (19) 

 

em que γ = 1 quando NI*5 ≤ II e γ = α quando NI > II. 

 

 

 

                                                 
* Número de Iterações 
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MÉTODO DO GRADIENTE  

As equações de conservação de energia podem ser escritas matricialmente da seguinte forma 

(Todini e Pilati, 1987): 

rr h-AAhCq =+  (20) 

 

enquanto que a conservação de massa é expressa por: 

QqAT =  (21) 

 

O sistema de equações resultante é dado por: 








−
=
















Q

hA
h
q

0A
AC rr

T  (22) 

 

O sistema (22) é não linear, podendo ser resolvido através do esquema Newton-Raphson, para 

isso, é necessário efetuar uma diferenciação do sistema com relação à q e h, que resulta em: 









=















α
dQ
dE

dh
dq

0A
AC

T  (23) 

 

sendo: 

1kk qqdq +−=  (24) 

1kk hhdh +−=  (25) 

 

dE e dQ são os resíduos obtidos em cada iteração k expressos por: 

rrkk hAAhCqdE ++=  (26) 

QqAdQ K
T −=  (27) 

 

Efetuando-se o produto do sistema (23) obtém-se: 

rrkk1kk1kk hAAhCqhA(h)qC(q ++=−+−α ++ )  (28) 

QqAq(qA K
T

1kk
T −=−

+
)  (29) 

 

Após alguns procedimentos algébricos na expressão (28), encontra-se a seguinte equação: 

[ ]1krr
-1

k1k AhhACqq +
−−

+ +α−α−= 111 )(  (30) 

 

substituindo (30) em (29) tem-se: 
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[ ] QqAAhhACq(qA K
T

1krr
'

kk
T −=+α+α−− +

−−− ))(
1111  (31) 

 

que simplificando resulta em: 

( ) ( ) ( )[ ]K
T

rrk
TT

1k qA-QhACqAACAh ++αα−= −−−−−
+

11111  (32) 

 

COMPONENTES HIDRÁULICOS 

Os modelos desenvolvidos nos itens anteriores podem simular redes de abastecimento 

simples, que possuem apenas tubos e reservatórios. Para incorporar outros componentes, faz-se 

necessária a realização de pequenos ajustes no modelo. 

Os componentes hidráulicos são regidos por leis específicas, geralmente expressas através de 

algum tipo de equação característica, sendo, em muitos casos, não lineares e com derivadas 

descontínuas. Existe, portanto, uma dificuldade em se garantir a convergência do método iterativo 

quando essas equações não possuem derivadas de primeira ordem contínuas. Com isso, a inclusão 

de componentes hidráulicos na análise de um sistema de distribuição de água, independetemente da 

metodologia utilizada, pode afetar de maneira expressiva a capacidade convergência do método 

utilizado (Souza, 1994). 

Os principais componentes presentes em redes de abastecimento são as bombas e as válvulas. 

As modificações necessárias à incorporação desses componentes ao modelo de análise serão 

mostradas a seguir. 

 

BOMBAS 

As bombas estão presentes na maioria dos sistemas de distribuição de água. Elas são responsáveis 

por adicionar energia ao sistema, ou seja, aumentar a carga piezométrica da rede. As principais 

características da bomba especificadas em um modelo hidráulico são os nós a que ela está conectada, 

bem como os parâmetros e o tipo de equação da sua curva característica (que relaciona a capacidade da 

bomba aumentar a carga piezométrica para diferentes vazões aduzidas através do trecho). A energia 

adicionada ao sistema e a vazão bombeada são as principais incógnitas desse tipo de componente. 

Bombas com velocidade variável podem ser consideradas através de Leis de Afinidade. Para 

o caso desse tipo de bombas, essa lei pode ser expressa como: 
2

2

1

2

1

n
n

h
h









=








∆
∆  (33) 

 

sendo ∆h a energia fornecida ao sistema e n o número de rotações da bomba. 

As curvas características das bombas podem, na maioria dos casos, ser expressas como: 
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2
B

1jj BqBhh 3
1i2i

+=−
,,

 (34) 

 

Considerando que os parâmetros B1, B2 e B3 foram definidos para uma velocidade de 

referência nr, sendo ω a velocidade relativa (n/nr). Substituindo (33) em (34) obtém-se a seguinte 

espressão: 












+








ω

ω−=− i2

B

i

i
i1

2
jj BqBhh

i3

i1i2i ,,
 (35) 

ou 

i3

i

2i1i

B
1

2

jj
i2

i1i
i

hh
B

B
11q















































ω

−
−

ω
= ,,  (36) 

 

Considerando que a bomba está inserida em um trecho com coeficiente de resistência Ki, e 

fazendo o expoente B3 igual a 2, a vazão transportada por esse trecho será: 

2
1

2

jj
i2

1i
i

i

2i1i

ii

hh
B

KB
11q















































ω

−
−

+ω
= ,,  (37) 

 

Para o trecho que possui bomba, o termos da matriz Diagonal C utilizada na composição da 

matriz Jacobiana será: 

2
1

2

jj
i2

1i
i

i

2i1i

ii

hh
B

KB
11C

−















































ω

−
−

+ω
= ,,  (38) 

 

Essas equações serão válidas se: 

2ii1i j2j hBh
,,

>+  (39) 

 

Caso essa condição não seja atendida, a bomba funcionará como uma válvula de retenção 

fazendo com que a vazão (qi) e o coeficiente da Jacobiana (Ci) do trecho sejam nulos. 

 

VÁLVULAS 

Existem vários tipos de válvulas que podem estar presentes em sistemas de abastecimento de 

água como por exemplo: válvulas de retenção, válvulas redutora de pressão, válvulas sustentadoras 
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de pressão, válvulas de controle de fluxo, etc. Porém, neste trabalho, serão abordados os dois tipos 

mais comuns que são: válvulas de retenção (VR) e válvulas redutora de pressão (VRP). 

Válvula de Retenção: as válvulas de retenção (VR) têm por finalidade fazer com que a água 

flua em apenas uma direção, fechando-se quando o fluxo começa a reverter. Seja um trecho i, com 

resistência igual a Ki, que possui uma válvula de retenção instalada. Esse dispositivo hidráulico 

pode operar de duas diferentes formas: 

• Totalmente Fechada - se a altura piezométrica de jusante (
2ij

h
,

) for maior que a de 

montante (
1ij

h
,

), a válvula será ativada fazendo com que: Ki =+ ∞ qi = 0 

• Totalmente Aberta - a VR estará inativa se a carga hidráulica de montante (
1ij

h
,

) for maior 

ou igual que a de jusante. Dessa forma o valor da resistência do trecho permanece inalterado, 

pois, neste trabalho, as perdas de carga localizadas não estão sendo consideradas. 

Válvula de Redutora de Pressão: as válvulas redutoras de pressão (VRP) servem para limitar 

a pressão à jusante, mantendo-a abaixo de valores que podem causar danos à rede. Esses 

dispositivos são utilizados em locais com topografia acidentada ou com declividade acentuada. A 

VRP pode operar em três diferentes estados: 

• Totalmente Aberta (inativa) - a válvula estará inativa (Figura 1) quando a carga a montante 

da válvula (hvalv) for inferior a uma pressão de serviço (hred). Nesta situação as condições do 

sistema permanecem inalteradas. 

h

q

h
h

hh

hj

i

j

j

j
valv

redi,1

i,2

i,1

 
Figura 1 - Esquema de uma válvula redutora de pressão inativa 

 

• Totalmente Fechada - nesta situação (Figura 2), a VRP se comportará como se fosse uma 

VR atuando uma resistência infinita, ou seja, a vazão que passa pelo trecho será nula. 

h

q  = 0

h
h

h

j

i

j

j

j

i,1

i,2

i,1

 

Figura 2 - Esquema de uma válvula redutora de pressão fechada 
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• Parcialmente Aberta (ativa) - essa situação (Figura 3) ocorre quando a carga à montante 

da VRP (hvalv) é maior que a de serviço (hred). Neste caso, a válvula se fechará, aumentando a 

resistência ao fluxo de modo a reduzir a pressão à jusante. O processo de cálculo da 

resistência é mostrado a seguir. O passo inicial do processo é determinar a carga hidráulica a 

montante da válvula (hvalv), ou: 

j

j
2jjjvalv l

l
hhhh

1i1i

'
)( ,,,

−−=  (40) 

 

em que 'jl  é o comprimento do nó de montante até a válvula e lj é o comprimento total do trecho. 

O valor da resistência adicional imposta pela válvula ao sistema é expresso por: 

α
i

redvalvvalv
i q

hhK −
=  (41) 

A resistência no trecho será então: 
valv
iii KKK +='  (42) 

h

qq

h

l�

h

h
h

j

ii

j

j

j

valv

red

i,1

i,2

i,1

 
Figura 3 - Esquema de uma válvula redutora de pressão ativa 

 

A principal vantagem dessa formulação é que, além da facilidade de implementação, 

apresenta a capacidade de deixar a matriz Jacobiana sempre simétrica e diagonalmente dominante, 

com a diagonal principal sempre positiva. Esta propriedade é importante para uma resolução mais 

eficiente do sistema de equações resultante. 

 

 

REDES DE ESTUDO 

Com a finalidade de se comparar a eficiência dos diferentes métodos de análise hidráulica 

apresentados neste trabalho, foram selecionados dois layouts de redes hipotéticas frequentes na 

literatura (Souza, 1994) e que possuem bombas (B), válvulas de retenção (VR) e válvulas redutoras 

de pressão (VRP) (Tabelas 1 e 2; Figuras 4 e 5). As simulações foram feitas considerando todas as 
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combinações possíveis destes dispositivos. Para o método de Híbrido, verificou-se também a 

influência do número de Iterações Iniciais (II) na convergência final do método.  

Diferente da maioria dos trabalhos anteriores, a equação de perda de carga empregada para 

determinar a perda de carga nos trechos foi a de Darcy-Weisbach, sendo que o fator de atrito f foi 

obtido a partir da fórmula de Swamee e Jain (1974): 

2

9,0Re
74,5

D7,3
ln

325,1f















 +

ε
=  (43) 

 

em que ε é a rugosidade absoluta da parede interna do tubo (mm), D é o diâmetro interno do tubo 

(mm) e Re é o número de Reynolds do escoamento. 

 
Tabela 1 - Demandas nos nós das redes (em l/s) 

Nó 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
Rede 1 30 10 10 30 50 30 30 60 10 10 30 10 10 10 30 10 - - - - -
Rede 2 13 19 32 6 13 19 13 13 13 13 6 19 6 13 13 6 13 19 13 13 6  
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Tabela 2 - Dados dos trechos das redes 

Trecho Nó 
Montante

Nó 
Jusante

Comp
(m)

Diam
(mm)

ε
(mm)

Nó 
Montante

Nó 
Jusante

Comp
(m)

Diam
(mm)

ε
(mm)

1 1 6 3650 400 1 1 2 335 150 0,2
2 1 2 3650 400 1 3 2 335 150 0,2
3 1 10 3650 400 1 7 3 150 150 0,2
4 2 6 2750 300 1 5 1 244 200 0,2
5 6 9 1850 300 1 6 2 274 200 0,2
6 8 6 1850 250 1 11 7 305 200 0,2
7 5 6 1850 300 1 5 6 396 200 0,2
8 5 8 1850 250 1 4 5 183 150 0,2
9 7 5 1850 300 1 8 4 244 150 0,2

10 7 8 1850 250 1 9 8 244 250 0,2
11 8 14 1850 250 1 9 10 305 200 0,2
12 9 8 1850 250 1 10 6 183 300 0,2
13 14 9 1850 300 1 10 11 335 250 0,2
14 14 7 1850 250 1 13 11 274 300 0,2
15 2 5 1850 250 1 12 13 335 300 0,2
16 3 2 1850 250 1 12 10 244 300 0,2
17 2 4 2750 250 1 15 9 366 250 0,2
18 4 3 1850 250 1 18 12 305 450 0,2
19 7 4 1850 250 1 17 15 244 300 0,2
20 13 7 1850 250 1 14 15 305 150 0,2
21 14 13 1850 200 1 16 14 244 150 0,2
22 15 14 1850 200 1 17 16 305 150 0,2
23 15 9 1850 300 1 19 18 457 500 0,2
24 9 10 1850 200 1 21 19 305 500 0,2
25 15 10 1850 250 1 20 17 244 300 0,2
26 10 11 1850 200 1 22 20 457 350 0,2
27 11 12 1850 200 1 22 21 305 600 0,2
28 15 12 1850 250 1 - - - - -
29 12 16 1850 200 1 - - - - -
30 15 13 1850 200 1 - - - - -
31 16 13 3650 200 1 - - - - -
32 13 4 3650 200 1 - - - - -
33 17 1 30 600 1 - - - - -
34 18 5 30 300 1 - - - - -
35 19 15 30 300 1 - - - - -

Rede 1 Rede 2

 

Para cada esquema de rede, testou-se um número de 8 (oito) configurações de componentes 

diferentes como descrito na Tabela 3, bem como os valores de hred das configurações que possuem 

válvulas redutoras de pressão (VRP). Os coeficientes B1 e B2 das bombas para a Rede 1 utilizados 

foram -90 e 140, respectivamente, e para a Rede 2 empregou-se -30 e 140.  

 
Tabela 3 - Configurações dos componentes das redes 

Rede 1 Rede 2
1 - - - - -
2 X - - - -
3 - X - 76 90
4 - - X - -
5 X X - 90 105
6 X - X - -
7 - X X 76 90
8 X X X 90 115

hredConfiguração Bomba VRP VR
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Figura 4 - Esquema de disposição dos nós da Rede 1 (Souza, 1994) 
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Figura 5 - Esquema de disposição dos nós da Rede 2 (Souza, 1994) 
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RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Os quatro métodos descritos neste trabalho apresentam uma formulação semelhante, sendo 

diferentes apenas em poucos, porém, importantes detalhes. No entanto, do ponto de vista de 

eficiência computacional, o tempo gasto a cada iteração por esses métodos é muito semelhante, uma 

vez que os sistemas de equações resolvidos a cada passo são do mesmo tamanho (nxn). A resolução 

desses sistemas é, sem dúvida nenhuma, o processo que requer o maior tempo computacional, 

podendo ser responsável por mais de 90% do tempo requerido a cada iteração. Dessa forma, aferiu-

se a eficiência das metodologias para análise hidráulica de rede a partir do número de iterações 

necessárias para que o método convergisse, com um determinado nível de tolerância. 

O critério de convergência escolhido foi o de que a maior diferença entre as cargas hidráulicas 

nos nós, entre duas iterações consecutivas, fosse menor que uma tolerância (τ) pré-estabelecida. As 

cargas hidráulicas foram escolhidas para a análise da convergência pois estas são as variáveis mais 

sensíveis do sistema, uma vez que h~q2. Neste trabalho utilizou-se τ=10-5. 

Os números de iterações necessários para a convergências dos métodos para cada 

configuração das Rede 1 e 2 são mostrados nas Tabelas 4 e 5. Os valores das cargas hidráulicas nos 

nós e das vazões nos trechos são mostradas nas Tabelas 6 a 9. 

 
Tabela 4 - Número de iterações dos métodos para diferentes configurações da Rede 1 

ΙΙ  =1 ΙΙ  =2 ΙΙ  =3
1 19 21 13 8 11 7
2 23 14 10 8 9 7
3 34 33 28 24 29 32
4 17 32 27 8 12 16
5 23 9 8 7 9 8
6 23 15 21 8 9 16
7 17 29 17 23 24 17
8 18 20 19 8 9 15

GradienteMétodo
Config          . 

TL NR Híbrido

 
 

Tabela 5 - Número de iterações dos métodos para as diferentes configurações da Rede 2 

ΙΙ  = 1 ΙΙ  = 2 ΙΙ  = 3
1 14 12 9 8 10 6
2 21 104 23 10 12 8
3 29 17 16 17 18 16
4 19 13 11 8 9 19
5 32 98 34 13 21 18
6 24 21 12 7 8 21
7 31 18 17 16 18 20
8 26 52 39 13 14 21

GradienteMétodo
Config          . 

TL NR Híbrido
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Tabela 6 - Valores das cargas hidráulicas nos nós (em m.c.a.) para as diferentes configurações da Rede 1 

1 2 3 4 5 6 7 8
1 84,94 125,73 84,94 84,94 125,73 125,76 84,94 125,76
2 78,89 96,29 79,14 78,81 96,29 96,36 79,00 96,36
3 76,28 87,83 76,21 76,09 87,83 87,94 76,00 87,94
4 75,45 82,88 75,18 75,20 82,88 83,02 74,93 83,02
5 76,92 77,45 76,92 76,91 77,45 77,48 76,91 77,48
6 78,21 91,86 78,26 78,15 91,86 91,92 78,19 91,92
7 75,45 77,90 75,29 75,20 77,90 78,07 75,04 78,07
8 75,44 78,28 75,32 75,24 78,28 78,39 75,15 78,39
9 76,79 81,17 76,76 76,73 81,17 81,24 76,70 81,24

10 80,46 104,40 80,46 80,45 104,40 104,42 80,45 104,42
11 72,52 78,88 72,48 72,43 78,88 78,89 72,40 78,89
12 74,06 77,06 74,01 73,94 77,06 77,07 73,90 77,07
13 75,38 77,81 75,21 74,83 77,81 78,07 74,67 78,07
14 75,79 78,44 75,69 75,59 78,44 78,56 75,50 78,56
15 76,92 77,28 76,91 76,93 77,28 77,26 76,93 77,26
16 73,70 76,54 73,62 73,46 76,54 76,63 73,38 76,63
17 85,00 85,00 85,00 85,00 85,00 85,00 85,00 85,00
18 77,00 77,00 77,00 77,00 77,00 77,00 77,00 77,00
19 77,00 77,00 77,00 77,00 77,00 77,00 77,00 77,00

Nó Configurações

 
 

Tabela 7 - Valores das vazões nos trechos (em m3/s) para as diferentes configurações da Rede 1 

1 2 3 4 5 6 7 8
1 0,088 0,205 0,088 0,088 0,205 0,205 0,088 0,205
2 0,083 0,191 0,081 0,084 0,191 0,191 0,082 0,191
3 0,071 0,161 0,071 0,071 0,161 0,161 0,071 0,161
4 0,013 0,038 0,016 0,013 0,038 0,038 0,015 0,038
5 0,025 0,074 0,026 0,025 0,074 0,074 0,026 0,074
6 -0,022 -0,052 -0,023 -0,023 -0,052 -0,052 -0,023 -0,052
7 -0,024 -0,087 -0,024 -0,023 -0,087 -0,087 -0,024 -0,087
8 0,016 -0,011 0,016 0,017 -0,011 -0,012 0,017 -0,012
9 -0,026 0,013 -0,027 -0,028 0,013 0,016 -0,029 0,016

10 0,001 -0,007 -0,002 -0,002 -0,007 -0,007 -0,004 -0,007
11 -0,007 -0,004 -0,007 -0,007 -0,004 -0,005 -0,007 -0,005
12 0,015 0,023 0,015 0,016 0,023 0,022 0,016 0,022
13 -0,021 -0,036 -0,022 -0,022 -0,036 -0,036 -0,023 -0,036
14 0,007 0,009 0,008 0,007 0,009 0,008 0,008 0,008
15 0,018 0,061 0,020 0,018 0,061 0,061 0,019 0,061
16 -0,021 -0,040 -0,023 -0,022 -0,040 -0,040 -0,023 -0,040
17 0,020 0,042 0,013 0,021 0,042 0,042 0,015 0,042
18 -0,011 -0,030 -0,013 -0,012 -0,030 -0,030 -0,013 -0,030
19 0,000 -0,030 0,004 0,000 -0,030 -0,030 0,004 -0,030
20 -0,003 -0,003 -0,003 -0,007 -0,003 0,000 -0,007 0,000
21 0,004 0,005 0,005 0,006 0,005 0,005 0,006 0,005
22 0,007 -0,007 0,008 0,008 -0,007 -0,008 0,008 -0,008
23 0,006 -0,044 0,007 0,009 -0,044 -0,044 0,009 -0,044
24 -0,014 -0,038 -0,014 -0,014 -0,038 -0,038 -0,014 -0,038
25 -0,025 -0,074 -0,025 -0,025 -0,074 -0,074 -0,025 -0,074
26 0,021 0,040 0,021 0,021 0,040 0,040 0,021 0,040
27 -0,009 0,010 -0,009 -0,009 0,010 0,010 -0,009 0,010
28 0,023 0,005 0,023 0,023 0,005 0,005 0,023 0,005
29 0,004 0,005 0,004 0,005 0,005 0,004 0,005 0,004
30 0,009 -0,005 0,009 0,000 -0,005 0,000 0,000 0,000
31 -0,006 -0,005 -0,006 -0,006 -0,005 -0,006 -0,005 -0,006
32 -0,001 -0,012 0,001 -0,003 -0,012 -0,011 -0,002 -0,011
33 0,271 0,587 0,269 0,272 0,587 0,587 0,271 0,587
34 0,049 -0,123 0,050 0,053 -0,123 -0,126 0,054 -0,126
35 0,050 -0,095 0,051 0,045 -0,095 -0,091 0,045 -0,091

Trecho Configurações
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Tabela 8 - Valores das cargas hidráulicas nos nós (em m.c.a.) para as diferentes configurações da Rede 2 

1 2 3 4 5 6 7 8
1 93,56 105,82 93,56 91,53 105,24 114,57 91,07 114,38
2 93,54 106,87 93,54 91,61 105,85 114,65 91,06 114,40
3 91,82 105,93 91,82 90,12 102,83 113,16 87,91 112,24
4 94,27 103,78 94,27 91,80 103,47 114,84 91,47 114,70
5 93,98 105,87 93,98 91,80 105,35 114,84 91,46 114,70
6 95,34 109,44 95,34 93,64 109,16 116,67 93,48 116,61
7 93,77 108,54 93,77 92,24 104,07 115,28 89,10 113,91
8 95,55 102,39 95,55 92,11 102,29 115,15 91,90 115,06
9 95,94 102,39 95,94 92,34 102,29 115,38 92,15 115,30

10 96,11 110,69 96,11 94,52 110,59 117,56 94,47 117,54
11 96,17 111,41 96,17 94,76 111,56 117,80 94,84 117,84
12 97,52 114,35 97,52 96,66 114,32 119,69 96,66 119,69
13 96,70 112,63 96,70 95,53 112,70 118,57 95,57 118,59
14 95,94 99,01 95,94 97,70 98,99 97,70 97,70 97,70
15 96,80 100,21 96,80 98,75 100,19 98,75 98,75 98,75
16 96,17 99,10 96,17 97,84 99,09 97,84 97,84 97,84
17 97,41 100,00 97,41 98,89 100,00 98,89 98,89 98,89
18 98,27 115,99 98,27 97,70 115,95 120,73 97,70 120,73
19 99,10 117,67 99,10 98,81 117,62 121,85 98,81 121,85
20 98,60 99,99 98,60 99,35 99,98 99,35 99,35 99,35
21 99,73 118,90 99,73 99,64 118,84 122,68 99,64 122,68
22 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

ConfiguraçõesNó

 
 

Tabela 9 - Valores das vazões nos trechos (em m3/s) para as diferentes configurações da Rede 2 

1 2 3 4 5 6 7 8
1 0,001 -0,009 0,001 -0,002 -0,007 -0,002 0,001 -0,001
2 -0,012 -0,009 -0,012 -0,011 -0,016 -0,011 -0,017 -0,014
3 0,020 0,024 0,020 0,021 0,016 0,021 0,015 0,018
4 0,014 0,004 0,014 0,011 0,006 0,011 0,014 0,012
5 0,030 0,037 0,030 0,032 0,042 0,032 0,035 0,034
6 0,033 0,037 0,033 0,034 0,029 0,034 0,028 0,031
7 -0,021 -0,036 -0,021 -0,025 -0,037 -0,025 -0,026 -0,025
8 0,006 -0,019 0,006 -0,001 -0,018 -0,001 0,001 0,000
9 0,012 -0,013 0,012 0,005 -0,012 0,005 0,007 0,006

10 0,025 0,000 0,025 0,018 0,001 0,018 0,020 0,019
11 -0,007 -0,065 -0,007 -0,031 -0,065 -0,031 -0,033 -0,032
12 0,070 0,091 0,070 0,076 0,098 0,076 0,080 0,078
13 -0,007 -0,030 -0,007 -0,016 -0,035 -0,016 -0,020 -0,018
14 0,046 0,072 0,046 0,056 0,069 0,056 0,054 0,055
15 0,052 0,078 0,052 0,062 0,075 0,062 0,060 0,061
16 0,083 0,140 0,083 0,104 0,141 0,104 0,106 0,105
17 0,031 -0,052 0,031 0,000 -0,051 0,000 0,000 0,000
18 0,154 0,237 0,154 0,185 0,236 0,185 0,185 0,185
19 0,052 -0,029 0,052 0,023 -0,028 0,023 0,023 0,023
20 -0,009 -0,010 -0,009 -0,010 -0,010 -0,010 -0,010 -0,010
21 0,005 0,003 0,005 0,004 0,003 0,004 0,004 0,004
22 0,011 0,009 0,011 0,010 0,009 0,010 0,010 0,010
23 0,173 0,256 0,173 0,204 0,255 0,204 0,204 0,204
24 0,186 0,269 0,186 0,217 0,268 0,217 0,217 0,217
25 0,076 -0,007 0,076 0,045 -0,006 0,045 0,045 0,045
26 0,089 0,006 0,089 0,058 0,007 0,058 0,058 0,058
27 0,192 0,275 0,192 0,223 0,274 0,223 0,223 0,223

Trecho Configurações
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Com base nos resultados obtidos, pode-se afirmar que o método do Gradiente foi aquele que 

apresentou melhor comportamento para as redes desprovidas de componentes hidráulicos 

(Configuração 1), ou que contavam apenas com bombas (Configuração 2), enquanto que, para a 

maioria das outras configurações, o método Híbrido com o número de iterações iniciais feito com o 

método TL (II) igual a 2, foi o que se mostrou mais eficiente, sendo que, dos três componentes 

presentes nas duas redes a VR (presente nas configurações 4, 6, 7 e 8) foi o que provocou maior 

diferença entre os métodos Híbrido e Gradiente. 

A configuração com bomba da Rede 2 foi a que apresentou um maior número de iterações, 

(104 para o método NR), uma vez que a solução inicial adotada não levava em conta a existência de 

dispositivos na rede, fazendo com que o método NR, que é o mais sensível em relação à valores 

iniciais, demorasse a convergir. 

De um modo geral, a introdução de VRPs foram as que mostraram maior requerimento 

computacional, fato motivado pelo tipo complexo de condição de contorno que este componente 

apresenta, com três possíveis estados, e descontinuidade nas derivadas de primeira ordem. Ademais, 

todos as formulações testadas mostraram-se muito sensíveis ao parâmetro hred, para as 

configurações 3, 5, 7 e 8 das 2 (duas) redes. Valores de hred próximos aos valores finais de hvalv , ou 

muito baixos � que fazem com que o dispositivo passe a funcionar como válvula de retenção � 

provocam uma mudança frequente do tipo de condição de contorno do componente dentro do 

método de análise hidráulica, acarretando na necessidade de um número maior de iterações para que 

haja convergência do processo. 

As condições de contorno das VRs, embora mais simples são descontínuas, operando em 

apenas dois tipos de condições: aberta ou fechada. Esse componente provocou um aumento no 

número de iterações requerido pela maioria dos métodos, exceção ao método Híbrido, com II=2. 

Dos três equipamentos estudados, as bombas são os que apresentam as condições de contorno 

mais suaves para os estados operacionais das Redes 1 e 2, pois, sua formulação é muito semelhante 

à dos tubos em que estão inseridas. Em nenhuma das 2 (duas) redes foi exigido que as bombas 

operassem como VRs, o que fez com que a descontinuidade não fosse trabalhada. 

 

 

CONCLUSÕES 

Com a finalidade de se efetuar a análise hidráulica de redes de distribuição de água em regime 

permanente foram propostos vários métodos, esse trabalho procurou comparar as principais 

formulações desenvolvidas ao longo das últimas décadas, utilizando-se para isso duas redes 

comumente utilizadas na literatura com dispositivos hidráulicos como bombas, válvulas de retenção 

e válvulas redutora de pressão. As formulações dos métodos Newton-Raphson (Shamir e Howard, 
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1968), Teoria Linear (Isaac e Mills, 1982), Híbrido (Nielsen, 1989) e Gradiente (Todini e Pilati, 

1987) foram consideradas para resolução das redes com e sem componentes hidráulicos. 

As formulações adotadas para os componentes são eficazes e práticas, uma vez que não é 

necessário modificar a topologia da rede quando se adiciona um componente, característica muito 

útil quando se quer trabalhar com alocação de válvulas no sistema. Além disso, o equacionamento 

utilizado para a VRP faz com que a matriz resultante continue sendo simétrica e diagonalmente 

dominante, que é uma característica importante para a eficiência computacional do método. 

Os métodos do Gradiente, para redes sem componentes, ou apenas com a presença de 

bombas, e Híbrido com o número de iterações iniciais feito com o método TL (II) igual a 2, para os 

demais casos, foram os que apresentaram maior eficiência. Os bons resultados obtidos pelo método 

Híbrido são frutos da exploração simultânea das características �boas� dos métodos TL e NR. Uma 

vez que o método TL é eficiente para valores iniciais e o NR para a aproximação mais fina 

Por ser uma formulação que trabalha diretamente com as duas variáveis envolvidas no 

problema, o método do Gradiente é o que apresenta formulação mais robusta, o que se verifica pela 

sua melhor adaptação a problemas sem componentes. No entanto, por ser uma metodologia 

desenvolvida a partir da formulação do método Newton-Raphson, este método também apresenta, 

em uma escala menos sensível, a necessidade de bons valores iniciais, como ocorre no método NR 

comum. Este fato ficou comprovado quando se trabalha principalmente com válvulas de retenção 

(VR) que tem uma condição de mudança muito brusca. A adoção de valores iniciais melhores, seja 

através de um rotina específica que preveja a inclusão de componentes, seja executando os passos 

iniciais com o método TL, pode melhorar ainda mais a performance do método do Gradiente 

quando se trabalha com componentes hidráulicos, como ficou evidenciado no método Híbrido. 
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