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Resumo - A qualidade de um algoritmo na solugéo de redes hidraulicas pode ser avaliada segundo
sua capacidade de convergir para uma solucdo com certo grau de precisdo dentro de um tempo
minimo. No entanto, tradicionalmente, os algoritmos para a analise de redes hidraulicas tém sido
avaliados empiricamente quanto a suas propriedades de convergéncia. Neste trabalho apresenta-se
uma aplicacdo do método iterativo de Seitelman-Katzenelson para anélise de redes hidréulicas. O
método possui uma prova matematica de convergéncia monotbnica para a solucdo da rede
independentemente do ponto de partida. A solucdo é obtida através da analise do circuito elétrico

analogo. Uma abordagem restrita ao dominio hidraulico é também indicada.

Abstract - The quality of an algorithm to solve hydraulic networks can be valued by its might to
converge to a solution with some degree of accuracy and inside minimal time. However,
traditionally, the algorithms for hydraulic network analysis have been empirically valued about
convergence properties. In this work is presented an application of Seitelman-Katzenelson’s
iterative method at the analysis of hydraulic networks. The method has a mathematical proof of
monotonically convergence to the network’s solution, independently of the start point. The solution
is obtained through the analysis of the analog electrical circuit. An restrict approach to the hydraulic

domain is also presented.
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INTRODUCAO

A andlise em regime permanente das vazdes e pressdes em redes hidraulicas € um problema
da mais alta importancia em engenharia. Para tanto, muitos algoritmos e métodos computacionais
foram propostos nas ultimas décadas [5,7,8,9,10,11], de modo que ja existem atualmente diversos
softwares comerciais que se propdem fornecer computacionalmente tais resultados.

A solucdo para as vazdes e pressdes em uma rede hidraulica é obtida quando séo satisfeitas as
equacOes de continuidade do fluxo e de conservacdo da energia ao longo de toda a rede. As
equacdes de continuidade do fluxo sdo equacBes algébricas lineares obtidas para cada juncéo ou né
da rede, ao passo que as equacdes de conservacao da energia (obtidas para lacos da rede) séo, em
geral, equacdes algébricas ndo-lineares. Até o presente ndo existem métodos para a solucéo direta e
simultanea dessas equacdes. Faz-se, portanto, necesséria uma abordagem numérica do problema, na
qual uma solucdo inicial é arbitrada (geralmente satisfazendo as equagdes de continuidade) e, em
seguida, iterativamente corrigida até que o sistema seja globalmente satisfeito.

Varios algoritmos numéricos foram propostos para resolver sistemas de equacdes ndo —
lineares em redes hidraulicas, dentre os quais figuram principalmente: Hardy-Cross — um dos
primeiros métodos de solucdo, tradicionalmente utilizado, proposto por Cross em 1936 [8];
Newton-Raphson — proposto por Martin e Peters em 1963 [9]; o método linear — explorado por
Wood e Charles em 1972 [5]; e mais recentemente o método do gradiente, proposto por Todini e
Pilati em 1988 [10]. Outras abordagens de solucdo de redes foram paralelamente propostas
utilizando a teoria da otimizacdo [7,11].

A qualidade de um algoritmo iterativo na solucdo de redes hidraulicas pode ser avaliada
segundo sua capacidade de convergir para uma solugdo com certo grau de precisdo no menor tempo
possivel. A convergéncia, na maioria desses algoritmos, de acordo com Wood [4], é fortemente
restringida pela dimensdo e topologia da rede, pela natureza de seus elementos e fundamentalmente
pela solucdo inicial arbitrada.

No entanto, a partir do trabalho publicado por Wood em 1981, tradicionalmente os algoritmos
para a analise de redes hidraulicas tém sido avaliados empiricamente quanto a suas propriedades de
convergéncia.

Nesse artigo proporemos a solucdo do problema de anélise de redes hidraulicas em regime
permanente através da aplicacdo do método iterativo proposto por Seitelman e Katzenelson [1] em
1966 para solucdo de redes elétricas compostas por resistores de caracteristica ndo-linear
monotonicamente crescente. O método de Seitelman-Katzenelson possui como caracteristica
diferencial uma prova matemética de convergéncia monotdnica para a solucdo da rede,

independentemente da solucgéo inicial arbitrada.
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Nas se¢Bes seguintes, apresentaremos uma modelagem matematica de redes hidraulicas a
partir de sua analogia elétrica, a fim de descreveremos 0 método de Seitelman-Katzenelson e sua
aplicabilidade na solucdo de redes hidraulicas. Finalmente ilustraremos o método com a solugéo de

um exemplo, e apresentaremos algumas conclusdes pertinentes a sua utilizacao.

FORMULACAO MATEMATICA

Consideraremos em nossa analise redes hidraulicas contendo tubos, bombas, reservatorios,
pontos de consumo e valvulas de retengo.

O método de Seitelman-Katzenelson para solugdo de circuitos elétricos ndo lineares baseia-se
na analise dos conjuntos fundamentais de corte da rede. A extensdo direta do método ao problema
hidraulico requereria, portanto, uma modificacdo na representacdo topoldgica tradicional de redes
hidraulicas. Essa modificagdo implicaria na adicdo de um no imaginario de referéncia, o qual se
conectaria: aos reservatdrios, através de ramos com diferenga de carga constante; e aos pontos de
consumo, através de ramos de vazdo constante. Uma representacdo semelhante foi proposta por
Collins et al. Em 1978 [7] para a analise da rede como um problema de otimizacao.

Entretanto, optamos por trabalhar com uma analogia elétrica, consoante a formulagédo original
do método empregada por seus autores. Prosseguiremos com a introducao da analogia elétrica antes

de apresentar o método de Seitelman-Katzenelson.

Analogia Elétrica para Redes Hidraulicas em Regime Permanente
Sistemas fisicos sdo ditos andlogos quando, apesar da diversidade dos fendbmenos que
comportam, podem ser descritos por equa¢fes matematicas semelhantes. Uma rede hidraulica em
regime permanente pode ser representada analogamente por um circuito elétrico de corrente
continua, composto por fontes de tenséo, fontes de corrente e resistores nao-lineares. Na passagem
da rede hidraulica ao seu circuito analogo, a carga e a vazdo assumem respectivamente os papéis de
tensdo e corrente elétricas, e as equacdes da continuidade e da conservacdo da energia sao
representadas respectivamente pela primeira e segunda Leis de Kirchhoff.
Para obter o circuito elétrico analogo de uma rede hidraulica observa-se o seguinte
procedimento:
1. Mantendo a topologia original da rede, adiciona-se ao modelo do circuito um
no de referéncia;
2. Para cada reservatério, adiciona-se ao circuito um gerador de tensdo de valor

igual a carga do reservatorio entre o n6 de referéncia e o n6 do reservatorio;
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3. Para cada drenagem de consumo, adiciona-se ao circuito uma fonte de
corrente de valor igual a vazdo drenada entre 0 ndé do ponto de consumo e 0 nO de
referéncia;

4. Para cada bomba, adiciona-se ao circuito uma fonte de tensdo em série com
um resistor ndo linear a modo de obter uma curva quadréatica, de acordo com o modelo
consagrado na literatura;

5. Para cada valvula de retencéo, adicione ao circuito um diodo;

6. Para cada tubo, adicione um resistor nao-linear.

Ebomba + Rbomba
-+

40_:

" S ey By, By
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eservatorio (‘DJZ T()El GDJg GDJl j- E,
Bomba 0
Vélvula de Retencéo [TERRA

Figura 1 — Analogia elétrica de uma rede hidraulica.

A Figura 1 ilustra a obtencdo de um circuito elétrico analogo para uma rede hidraulica
elementar.

Desse ponto em diante, prosseguiremos com a andlise do circuito elétrico analogo,

resolveremos a rede no dominio elétrico e retornaremos a solugdo ao dominio hidraulico.

Requisitos Topolégicos da Rede Elétrica Equivalente

Seja uma rede n inseparavel composta por fontes independentes e resistores ndo lineares.
Assume-se de antem&o que m satisfaz os seguintes requisitos: (1) ndo existem lacos formados por
apenas fontes de tensdo, nem tampouco conjuntos de corte contendo apenas fontes de corrente; (2) e
a caracteristica corrente-tensdo de cada resistor ry pode ser representada por uma fungéo g, na qual
ik = gk (Vk), onde ik e vk sdo respectivamente a corrente e a tensao no resistor ry.

As funcdes gk por hipotese satisfazem a seguinte condicdo: para cada k, existem constantes

g.e g,.com g >0, tais que para quaisquer dois NUMeros v, eV, com v, >V

gk(Vk _V‘k) S gk(vk>_gk(v‘k) < gk(vk _V'k)' (1)
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Note que essa condigdo implica que gx € uma funcdo continua, bijetora, monotonicamente
crescente que mapeia todo o eixo real nele mesmo, e que tanto gx quanto sua inversa satisfazem as
condicdes de Lipschitz.

Uma solucédo da rede n é definida como sendo qualquer conjunto de tensdes e correntes que
satisfacam as leis de Kirchhoff e as relagcdes constitutivas de seus elementos. Segue do trabalho de
Duffin [2] que, de acordo com a escolha dos valores das fontes, a rede n possui uma solucao unica.

Convém salientar que as condi¢cdes assumidas acima para a caracteristicas dos resistores

A
- - : : v,
(tubos no dominio da hidraulica) valem particularmente para o caso em que i, :(K—J . Essa
i
funcdo corresponde a resisténcia hidraulica em um tubo, comumente representada da forma
h, =K,.q;", onde K; é uma constante do duto i, determinada em funcdo de seu comprimento,

didmetro e material; e a € um expoente empirico que, em geral, assume valores no intervalo 1,8 < a
< 2 para um escoamento turbulento. Note ainda que as valvulas de retencdo podem ser tratadas
como resistores ndo lineares, cuja funcdo caracteristica é analoga a caracteristica tensdo-corrente de

um diodo, a qual satisfaz igualmente as condi¢fes impostas acima.

Analise dos Conjuntos de Corte
Seja t uma arvore da rede contendo todas as fontes de tensdo e nenhuma fonte de corrente.
Foi mostrado em [3] que t existe — pode sempre ser escolhida a partir de n. Os ramos incluidos na
arvore serdo chamados ramos da arvore, e os ramos fora da arvore serdo chamados ligacdes.
Sejam:
E1, ..., Em: 0s valores das m fontes de tensdo de n;
ri, ..., In: 0S N ramos resistivos da arvore;
In+1, .., Mn+p: @S P ligagoes resistivas; e
J1, ..., Jq: 0s valores das q fontes de corrente.
Definimos agora (onde ’ denota transposicao):

e =(ey, ..., €y)" vetor das tensdes nos ramos resistivos da arvore;

E =(Ey, ..., En)’ vetor dos valores das fontes de tensao;
i=01, 03 vetor dos valores das fontes de corrente;

E
é:L} vetor das tensfes nos ramos da arvore T;
vV = (V1, «sy Viitp)’ vetor das tensfes nos ramos resistivos de n;
i= (i1, ..y Insp)’ vetor das correntes nos ramos resistivos de 1.
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Seja Q = (i) @ matriz de corte fundamental da rede n. As linhas de Q sdo ordenadas de modo
que correspondam primeiro as fontes de tensdo de n, e depois aos ramos resistivos de t. As colunas
de Q sdo dispostas de modo que correspondam primeiro as fontes de tensdo, depois aos ramos
resistivos da arvore, seguidos dos remos resistivos das ligacoes e das fontes de corrente. (Figura 2)

B El Em r;l. rn rn+l rn+p Jl Jq _
E,
: I 0 YTE)ILR)
Q = E,
h
: 0 I YT(RIL(R)
f L _

Figura 2 - Ordem de linhas e colunas na matriz fundamental de corte.

Definiremos ainda a seguinte notacdo: sejam E, R e J os subconjuntos de n que contém
respectivamente os ramos do tipo: fontes de tenséo, resistores e fontes de corrente. Usaremos a letra
T para designar ramos da arvore, e L para ligagdes. Assim: T(R) denota o subconjunto dos ramos
resistivos da arvore t, L(R) denota o subconjunto das ligacdes resistivas de n; etc. T(ER) denota a
unido dos conjuntos T(E) e T(R), que corresponde ao conjunto de todos os ramos da arvore.

Se X é um subconjunto dos ramos de t, e Y € um subconjunto dos ramos de n, definimos
ainda yx,y como uma sub-matriz de Q, que consiste na intersecdo das linhas de Q correspondentes
aos elementos de X com as colunas de Q correspondentes aos elementos de Y.

Logo, yrer), Lr) denota a sub-matriz (m+n) x p de Q que consiste na interse¢éo das linhas
correspondentes as fontes de tensdo e aos ramos resistivos de t, com as colunas correspondentes as
ligacOes resistivas.

Chamemos de j, a contribuicdo das fontes de corrente j em cada conjunto de corte dos
resistores de t. Note que:

Ie=rmryLd )

e que a tensdo nos ramos resistivos v é dada por:

E
V:7T(ER)R|:e:|' (3)

Assim, a equacdo da Primeira lei de Kirchhoff nos conjuntos fundamentais de corte dos

resistores da arvore pode ser escrita como:
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E
7T(R)_R'g*(7"I'(ER),R|:e:D+7T(R)_L(R‘)J:O (4)

onde

01 0
P}

0 Orip |

€ a matriz diagonal de operadores. Note que i =G* (v) significa i=(9,(v,),"**,9,,, (Vo))"

Para um dado E, a equacdo (4) pode ainda ser escrita como
G(e) +j. =0, %)
onde:

E
G(e) =7’T(R),R-G*(7/'T(ER),RLD (6)

¢ a contribuicdo da corrente nos ramos resistivos para a corrente em cada conjunto de corte
fundamental.

Para cada vetor e no espaco Euclidiano E" das tensGes nos ramos resistivos da arvore,
corresponde um vetor (também no espaco Euclidiano E™) das correntes nos conjuntos de corte dos
ramos resistivos da arvore. Essa correspondéncia é proporcionada pelo mapeamento ndo linear G.

A solucdo da rede consiste, portanto, em encontrar o vetor e que satisfaca (4) dados os vetores

E e J; ou ainda, que satisfaca a (5), dados os vetores E e j;.

Teorema de Seitelman-Katzenelson

Para a rede n descrita acima, a solugéo é dada por e= t... €, onde

m-—oo

S A ) )

e eo € um elemento arbitrario de E". Além do mais, tal progresséo converge monotonicamente para
a solucdo da rede.

A constante k; € o menor limitante inferior das conduténcias da arvore, dada por:
kl = min g . (8)

i=1..n—!
A constante k, é dada pelo quadrado da norma espectral da matriz fundamental de
condutancias B=(bjj) da rede linear n.. Essa nova rede linear é obtida a partir de n substituindo cada

resistor ndo-linear ry por um resistor linear cuja condutancia é igual a g, .
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Pode-se mostrar que k; € igual ao quadrado do maior autovalor de B, e que:
n+p 2
k2 Sk'2 :nz(;gij (9)
i
onde n é o numero de ramos resistivos da rede e p é o nimero de ligacoes.
Um limitante mais proximo para k, pode ser obtido da seguinte forma: para cada conjunto de
corte fundamental resistivo da rede linear n, calcula-se:
condutancia do ramo da arvore + 2*[soma das condutancias das ligacdes].
ks € limitado pelo quadrado do valor maximo obtido dentre esses valores calculados para todos o0s
conjuntos de corte fundamentais. Esse resultado, conseqiiéncia direta do Teorema de Gershgorin, é
utilizado na pratica [5].

Uma prova detalhada da convergéncia monot6nica do método pode ser encontrada em [1].

Heuristica de Aceleraciao

Seitelman e Katzenelson propuseram ainda uma modificacdo heuristica no algoritmo para
reduzir o tempo de solucdo. Em testes realizados, os tempos de solugéo do algoritmo puderam ser
reduzidos de 25 a 95% mediante a aplicacdo do método de aceleracdo descrito a seguir.

O refinamento € baseado na idéia de que, embora (7) especifique um “salto” que sempre
reduz o erro da norma, freqiientemente um salto maior pode ser dado.

Assim, na n-ésima iteracdo, o programa tenta dar um salto maior, compara o erro obtido deste
salto com o erro resultante da aplicacdo de (7), e escolhe 0 ponto que apresentar 0 menor erro para
ser e,+1. Detalharemos essa idéia a seguir.

Seja e; 0 vetor de tensdes nos ramos da arvore obtido apos i iteragOes, e seja de; 0 vetor de
alteracd@o nas tensdes da arvore calculado pela aplicacédo de (7), isto é:

oei=c(—j, —G(e,)) (10)
onde ¢ = ky/k; (Figura 3).

Plano e Plano G(e)
/ G(e)
€
5€i
ei+5e/ P ! G(ei+ Oe;)
i

Figura 3- Heuristica de aceleracdo do algoritmo.
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Considere o ponto j* sobre a reta que contém os pontos G(e;) e G(e; + de¢;). O ponto j*, que se
encontra mais perto de -j,. do que G(e; + 8e;), pode ser obtido em uma Unica iteragdo utilizando, ao
invés de ¢, uma constante de iteracdo c¢* dada por:

o limGe)

- , 11
|IG(e; +de,)—Ge,)| (1)

Chamemos o resultado dessa iteracéo de
Ae; = ¢*.(-jr — G(e). (12)
O valor de e;+; é escolhido da seguinte forma: compare os dois valores

{Ll=||—jr—c(ei+6ei)
L, :”_jr —G(e; +Ae, )”

(13)

Escolhemos entao:

e, +0e, sel <L,
€in= (14)
e, +Ae, sel >L,

Efetivamente, isto significa que o método heuristico de aceleracdo realiza duas iteragGes do

método normal de solucdo e seleciona o melhor resultado.

CONCLUSAO

Procuramos descrever ao longo dessas paginas um método para solugdo de redes hidraulicas
baseado na aplicacdo do método de Seitelman-Katzenelson na solugdo do circuito elétrico analogo.

O principal atrativo da metodologia proposta € sua convergéncia monoténica para a solucéo
em um namero finito de iteracfes independentemente do ponto de partida do algoritmo.

O método iterativo, entretanto, possui convergéncia lenta em comparagdo com outros métodos
de solucdo. A desvantagem em seu desempenho se deve principalmente a escolha dos limitantes
inferior e superior para as funcOes caracteristicas dos dutos. Tal escolha é feita com base na
estimativa da faixa de vazdes na qual a rede pode operar. A heuristica de aceleracdo proposta pelos
proprios autores procura mitigar a questdo, ficando, no entanto, aqguém de uma velocidade de
convergéncia satisfatoria.

A caracteristica da convergéncia segura apresentada pelo método é o que permite que este
possa ser utilizado com ferramenta desenvolvimento de algoritmos hibridos, ao assegurar que a
iteracdo seguinte aproxime-se cada vez mais da solucdo da rede, evitando ciclos improdutivos de
busca da solucdo, ou mesmo a divergéncia por parte dos métodos tradicionais.

O desenvolvimento de técnicas que melhorem ou que assegurem a convergéncia de
algoritmos classicos, que ja apresentam desempenhos satisfatorios, € uma constante demanda nas

pesquisas que se desenvolvem sobre o tema.
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Acreditamos que a troca de experiéncias e de resultados entre diferentes areas de
conhecimento, como eletricidade e hidraulica, € uma atividade extremamente proveitosa, embora
ainda pouco articulada e explorada. A opc¢éo por tratar o problema hidraulico no dominio da teoria
dos circuitos é colocada como uma tentativa de intensificar o didlogo e o intercambio de

informacdes entre os pesquisadores dos diferentes campos cientificos.
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