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RESUMO A necessidade de obter solugao de grandes sistemas lineares provenientes
de processos de discretizacao conduz a busca de técnicas que sejam robustas, 6timas e
adaptativas. A eficiéncia e generalidade dos métodos multigrid na resolucao de equacoes
diferenciais parciais que surgem da modelagem de diferentes fenomenos fisicos associa-
das ao aumento da capacidade de processamento computacional tornam esses métodos
atrativos para aplicagoes em estudos envolvendo o fluxo e o transporte de contaminantes
em meio poroso saturado. Este trabalho traz uma revisao de contribuigoes relevantes
no desenvolvimento dos métodos multigrid e aplicagoes destes métodos na resolucao das

equacoes envolvendo as equacoes do fluxo e do transporte em meio poroso saturado.

ABSTRACT The need for solving large linear systems arising from discretization
process leads the search for techniques that are robust, optimal and adaptive. The ef-
ficiency and generality of multigrid methods to solve partial differential equations that
arise from modeling different physical phenomena associated with the increased capacity
of computing power makes these methods attractive for applications in studies involving
flow and transport of contaminants in saturated porous media. This paper presents a re-
view of relevant contributions in the development of methods multigrid and applications
of these methods in solving equations involving the equations of flow and transport in
porous media saturated.
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1 Introducao

A importancia da preservagao dos recursos hidricos, a previsao precisa dos processos de
migracao de contaminantes no meio poroso, a recuperacao de sitios contaminados reside
tanto no interesse econdmico, quanto no interesse de manutencao das espécies e estao
associados a nossa capacidade de modelar o fenomeno fisico e obter solucoes confiaveis.

Com o aumento da complexidade dos problemas envolvendo o fluxo subterraneo tais
como a incorporacao de reacoes quimicas que ocorrem no meio poroso, processos de bio-
degradagao, transporte de virus ou bactérias, transporte de substancias nocivas em geral,
a incorporagao de caracteristicas do meio poroso tais como heterogeneidades, fraturas
no esqueleto rochoso e anisotropia associados aos grandes dominios irregulares, que em
geral sao considerados torna-se fundamental a utilizagao de métodos numéricos robustos
e eficientes.

Essa necessidade de solucao de grandes sistemas lineares provenientes de processos de
discretizacao de equacgoes diferénciais parciais ou sistemas de equagoes diferenciais parciais
conduz a busca de técnicas que sejam robustas quanto a quantidade de problemas que
possam ser resolvidos, 6timas quanto a quantidade de esforco computacional requerido
para a resolucao destes sistemas lineares, adaptativas de modo que as regioes onde sao
necessarios maior esfor¢o computacional sao determinadas automaticamente e os erros
sao reduzidos, automaticamente, para os limites aceitaveis.

Neste contexto, os métodos multigrid apresentam-se como elementos relevantes pois
sao apresentados, frequentemente, como métodos que satisfazem tais critérios e tem sido
aplicados a problemas envolvendo equacoes diferéncias parciais elipticas, hiperbdlicas ou

parabdlicas e sistemas de equacoes diferéncias parciais.

2 Meétodos Multigrid: Discussao Geral

Método Multigrid (MG) é um método numérico para resolver sistemas lineares de equagoes
algébricas que surgem da modelagem de fenomenos fisicos. Podemos distinguir entre os
métodos multigrid geométricos e métodos multigrid algébricos.

Segundo Ruge e Stiitben, (1987), o foco na aplica¢ao dos métodos multigrid padrao(geométrico)
¢ o problema continuo a ser resolvido. Com a geometria do problema conhecida, o usudario

discretiza o operador correspondente em uma sequéncia crescente de malhas, cada malha



sendo geralmente o refinamento uniforme da malha anterior. No entanto, muitos proble-
mas nao podem ser resolvidos através das técnicas multigrid, sendo indicado a utilizagao
dos métodos multigrid algébricos (AMG). O AMG é construido para resolver a matriz
de equagoes usando os principios usuais dos métodos multigrid, utilizando informagoes
contidas na matriz dos coeficientes, e pode ser utilizado para muitos tipos de problemas,
onde a aplicagdo de métodos multigrid padrao é dificil ou impossivel (Ruge e Stiiben,
1987).

As generalizagoes dos métodos multigrid sao os métodos multiescala e os métodos
multinivel. Método multiescala é um conceito mais geral que ajuda distiguir entre as
diferentes escalas em um dado problema matematico ou fisico e método multinivel é um
conceito mais geral ainda, o qual ajuda a definir e entender a hierarquia da matematica
abstrata e usa-la para resolver problemas praticos em diferentes areas da Matematica e
Matematica Aplicada (Shapira, 2008).

Uma das principais vantagens da utilizacao dos métodos multigrid sao eficiéncia e
generalidade (Fulton et al., 1986). A eficiéncia do procedimento esta baseada no fato
de que, para uma dada acuracidade, o nimero de operagoes computacionais necessarias
para resolver um sistema de N equacoes algébricas, com N varidveis, é proporcional ao
nimero de varidveis, ou seja, o esfor¢o computacional necessério é O(N) (Brant,1977)
contrastando com O(N?3) para o processo de Eliminagdo de Gauss. Além disso, esta
eficiencia nao depende da forma do dominio, das condigoes de fronteira, da malha de
discretizagao e nao é sensivel a escolha dos parametros (Brandt, 1977).

A eficiencia dos métodos multigrid é atingida para uma grande classe de problemas,
incluindo problemas com valores de contorno, minimizagao e equagoes integrais (Ful-
ton, 1989). No entanto, a taxa de convergéncia pode depender das caracteristicas dos
coeficientes da equacao diferencial parcial considerada. Para equagoes com coeficientes
com descontinuidades, coeficientes com variagdes bruscas ou anisotrépicos, com dominios
complexos ou problemas usando procedimento de refinamento nao-uniforme a taxa de con-
vergéncia para métodos multigrid geométricos serd muito baixa e é necessario a utilizacao
de técnicas especiais (Xiao et al., 2006).

O refinamento adaptativo da malha, consistindo em estratégias adaptativas e refina-
mento local, fornece uma forma dinamica de melhorar a acuracidade computacional sem

perder tempo computacional com o procedimento. A idéia essencial essencial desta técnica



numérica é que apenas uma parte limitada do dominio requer alta resolugao( isto é, mais
esfor¢o computacional), portanto baixa resolu¢ao pode ser aceitavel nas demais partes do
dominio espacial (Li et al., 2005). Métodos multigrid podem ser combinados com o refi-
namento adaptativo da malha para melhorar a eficiéncia do procedimento computacional
(Li et al., 2005).

Apesar da complexidade O(N) para algoritimos multigrid ser um fato importante
na resolucao de problemas em Computacao Ciéntifica, a consideracao de problemas que
conduzem a grandes sistemas de equacoes algébricas, tais como sistemas gerados pela
discretizacao de problemas envolvendo fluxo em trés dimensoes, nao podem ser eficiente-
mente resolvidos em computadores em série (McBryan et al., 1991) e requerem a utilizagao

de processamento em paralelo.

3 Componentes Basicos dos Métodos Multigrid

A principal diferenca entre os termos algébrico e geométrico para métodos multigrid é
devida ao modo de construgao dos niveis de refinamento das malhas (Brandt, 1986). Nos
métodos geométricos a maneira de construgao dos operadores de transferéncia entre as
diversas malhas de discretizagao esta relacionada geométricamente através dos operadores
de refinamento ou desrefinamento enquanto que nos métodos algébricos esses processos
estao baseados em consideracoes puramente algébricas contidas na matrix do sistema de
equagoes algébricas a ser resolvido (Stiiben, 1983).

Segundo Verfiirth (2007/2008), Algoritmos Multigrid (geométricos) sao baseados se-

guintes observagoes:

1. Métodos Iterativos Classicos tais como Gauss-Seidel reduzem rapidamente as frequéncias
altas de oscilagoes das componentes dos erros, por outro lado sao fracos para reduzir

frequéncias baixas nas componentes dos erros;

2. Oscilagoes suaves nas componentes dos erros podem ser bem resolvidas em uma

malha grosseira com poucas variaveis.

O algoritimo Multigrid é baseado em uma sequéncia de malhas Ty, 71, - - -, T}, os quais
sao obtidas por refinamento local ou global sucessivamente, e o problema discreto asso-

ciado Luy = fr,k = 0,1,2,...,r, correspondendo a equacao diferencial parcial. A malha



mais fina T, corresponde ao problema atual que desejamos resolver. Além disso, um

algoritmo multigrid deve conter trés componentes:

1. Um operador de suavizagao My, o qual precisa ser facil de avaliar e que ao mesmo

tempo forneca uma aproximacao razoavel para L,;l;

2. um operator restrigao Ry, ;_1, o qual aplica a malha fina 7}, na préxima malha grossa

Th—1;

3. um operador de prolongamento I;_;; que aplica a malha grossa 7j_; na préoxima

malha fina Tj,.

Uma descri¢ao detalhada pode ser encontrada em (Brandt, 1977), (Wesseling, 1991),
(Briggs et al.,2000)

4 Uma breve revisao dos Métodos Multigrid

O primeiro trabalho descrevendo as idéias dos métodos multigrid é datado de 1935, quando
Southwell discute um esquema de relaxacdo para uma malha de dois niveis(MG-20). Muito
depois, em 1964 Fedorenko formulou o primeiro algoritmo multigrid ”verdadeiro” para
um esquema padrao de diferencas finitas para a equacao de Poisson, provando que o tra-
balho requerido para atingir dada precisao era de O(N) este trabalho foi generalizado
para um esquema de diferéncas finitas centradas de uma equagao diferencial parcial elip-
tica(Wesseling, 1991 ). No entanto, as estimativas para o trabalho tedrico eram pessimis-
tas e a idéia permaneceu esquecida até Archi Brandt (referencias) publicar uma série de
artigos, na década de setenta, apontando a utilidade pratica dos métodos multigrid (Wes-
seling, 1991). A utilidade prética e generalidade tornaram a nova técnica aplicdvel em
diversas dreas tais como Teoria de controle, otimizagao, " pattern recognition”, tomografia
computacional e particulas fisicas(Wesseling, 1991).

Revisao e discussao dos principais conceitos relacionados com a implementacao dos
métodos multigrid sdo sao apresentadas por (Fulton, 1985). A influéncia da nova técnica
e o crescimento de producao cietifica associado pode ser visto na extensa lista de pu-
blicagoes apresentadas em (McCormick, 1987), incluindo as contribuigdes de A. Brandt,
D.Braess, W. Hackbusch, U. Trottenberg, S. McCormick, Wesseling , Briggs, entre outros
(McCormick, 1987). Detalhes historicos e o descrigao detalhada do método podem ser
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encontrados (Wesseling, 1991) e (Trottenberg et al., 2001). A influéncia da técnica multi-
grid aplicada a dinamica dos fluidos computacional e os desafios impostos pela resolucao
dos novos problemas que surgem em aplicagoes praticas ou em estudos académicos é apre-
sentado por (WESSELING, 2001). A analise das técnicas multigrid incluidas no contexto
dos métodos iterativos e a andlise dos efeitos destes métodos no avango da ciéncia, em

geral é analisada por Saad e Vorst, (2000).

5 Meétodos Multigrid e Aguas Subterraneas

A anélise do fluxo de substancias em meio poroso envolve uma variedade de fenomenos
relacionados, tais como as caracteristicas do meio poroso, as caracteristicas dos fluidos
que percorrem o meio poroso e as diversas iteracoes entre os componentes do meio poroso
e dos fluidos. Além disso, o comportemento em larga escala dos processos convectivos
nao sao bem entendidos, particularmente quando o fluxo envolve multiplas componentes,
multiplos fluidos e fases sélidas e reagoes quimicas complexas (Trangenstein, 2002). Uma
discussao detalhada dos processos e desafios envolvendo o fluxo em meio poroso pode ser
encontrada em (Dierch e Kolditz, 2002).

As técnicas multigrid tem grande potencial no estudo de aguas subterraneas devido
as suas caracteristicasde eficiéncia e generalidade. Além disso, a associagdo das técnicas
multigrid com técnicas computacionais tais como processamento em paralelo e técnicas
derivadas do processo de discretizagao tais como adaptatividade, implementada na uti-
lizacao do método dos elementos finitos, e a utilizacao das caracteristicas de esparsidade
das matrizes geradas pelo processo de discretizacao conduz a resolucao eficiente de pro-
blemas envolvendo o meio poroso.

Métodos multigrid foram aplicados por T.Scott, (1985), para a simulagdo de reser-
vatérios de petréleo em duas e trés dimensoes. A consideragao de grandes sistemas envol-
vendo envolvendo meio poroso, computacao em paralelo, métodos multigrid , a influéncia
dos avancos computacionais nas técnicas iterativas e resolucao de grandes sistemas lineares
sao apresentadas por (Holter e Vanderverghe, 1990), ( McBryan et. al, 1990), (Oliveira et
al., 1991 ), (Saied e Mahinthakumar, 1998). Recentemente, a utilizagdo do processamento
em paralelo para resolucao de problemas envolvendo o meio poroso foi apresentado por

(Mustapha et al.,2010) e (Di Coumou et al., 2007).



Recentemente, métodos multigrid tem sido extensivamente aplicados na resolugao
numérica das equagoes de advecgao-difusao por (Muratova e Andreeva, 2009), (Mascare-
nhas et al., 2009), (Lai et al., 2007) , (Zhang et al., 2002). A adaptatividade associada as
técnicas multigrid aplicada ao fluxo subterraneo é discutida por (Trangeinstein, 2002) e

a simulagao tridimensional, incluindo adaptatividade, é considerada por Li et al.,( 2005).

6 Meétodos Multigrid Algébricos

AMG é uma classe de métodos baseados nos principos dos métodos multigrid que depen-
dem pouco ou nao dependem nada das informagoes geométricas contidas no problema,
mas ao invés disso usa os conceitos de ’algebraic Smoothness’ para determinar processos
efetivos de relaxacao ou refinamento. Métodos desse tipo assumem alguma caracteristica
de ’algebraic smothness’, especificando as componentes do erro que nao sao rapidamente
eliminadas pelo processo de relaxagao que esta sendo usado (Brezina et al., 2006) e nao

operam diretamente no conjunto de equacoes algébricas

Au = f. (1)

A troca dos termos baseados em consideracoes geométricas tais como malha, submalha,
e pontos da malha, presentes nos métodos multrigrid, pelos termos conjunto de variaveis,
subconjuntos de varidveis e variaveis simples torna a descricao dos métodos algébricos
multigrid semelhante a descricao do método multigrid geométrico(Stiiben, 1983), ( Bre-
zina, 2006). Uma discussao completa dos termos pode ser encontrada em (Trottenberg,
2001).

Os conceitos dos métodos AMG foram introduzidos por A. Brandt, S. McCormick e
J. Ruge (Stiiben, 1983) com contribuigoes de A. Brandt (Brandt, 1987). A apresentacao
dos principais conceitos envolvendo o método e uma revisao histérica do desenvolvimento
do método é apresentada por (Stiitben, 2001) e um tratamento completo dos métodos
multigrid é apresentado por (Trottenberg, 2001).

O recente interesse nestes métodos reside, principalmente, no potencial para resolver
problemas complexos em diversos dreas. Recemente, as técnicas AGM tem sido exploradas
no estudo de problemas com coeficientes variaveis ( Xiao et al., 2007), fluxo turbulento com

densidade variavel (Gravemeier e Wall, 2010), equagoes surgindo em simulagoes eletro-



mecanicas( Thum et al., 2010) e mecanica estrutural (Brezina et al., 2006), acoplamento
das equagoes de fluxo superficial e fluxo subterraneo (Layton et al., 2003) e sistemas de
equagoes diferénciais elipticas (A. Borzi e G. Borzi 2003).

Estudos envolvendo equagoes do transporte, os métodos AMG sao explorados por
(De Sterck et al., 2004) e (A.Borzi e G.Borzi, 2003 ) mostram, respectivamente, que os
métodos AMG sao efetivos no estudo de equagoes elipticas e hiperbdlicas. Comparacoes
dos métodos AMG com outros métodos iterativos, aplicados ao fluxo em meio poroso sao
apresentados por (Detwiler et al., 2002). As caracteristicas de refinamento adaptativo e

métodos algébricos sdo combinadas por (Mitchell, 2010).

7 Conclusoes

Neste trabalho apresentamos uma breve revisao historica e bibliografica dos métodos mul-
tigrid, através das categorizacoes em geométricos e algébricos. Os métodos multigrid sao
apresentados como métodos que possuem eficiéncia e generalidade de aplicagoes, no en-
tando a teoria matematica é omitida e pode ser encontrada, com um tratamento completo
e abrangente, nas referéncias citadas. As caracteristicas do método multigrid geométrico
e multigrid algébrico tornam estes métodos apropriados para a aplicacao em problemas

envolvendo o fluxo e o transporte de contaminantes em meio poroso saturado.
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