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Resumo – Escoamentos em grandes escalas e em alguns problemas práticos são tratados 

normalmente por meio de sistemas de equações mais simples do que as equações gerais originais, 

denominadas equações de Saint-Venant ou equações para águas rasas. Este trabalho apresenta 

resultados de testes numéricos para as equações de Saint-Venant obtidos com quatro esquemas de 

alta resolução e dois esquemas clássicos de primeira e segunda ordens, todos calculados com 

códigos livres. A qualidade superior dos resultados obtidos com os métodos de alta resolução é 

demonstrada com o uso de malhas com diferentes refinamentos juntamente com comparações entre 

as soluções analíticas e dados numéricos da ruptura de uma barragem e da formação de ressalto 

hidráulico. 

 
 

Abstract – Large scale flows and a number of practical problems are usually studied by systems of 

equations that are simpler than the general equations, called Saint-Venant equations or shallow 

water equations. This paper presents numerical solutions for the Saint-Venant equations by using 

four high-resolution upwind schemes and two classical first and second order schemes, all 

calculated based on free codes. The superior quality of results obtained with high-resolution 

methods is demonstrated by using different meshes together with comparisons between analytical 

solutions and numerical data, which involve the dam break problem and the transcritical flow with 

shock. 

 

Palavras-Chave – Equações de Saint-Venant, métodos numéricos, captura de choques. 

 

INTRODUÇÃO E OBJETIVOS 

As equações de Saint-Venant formam um sistema hiperbólico de equações diferenciais 

parciais (EDP) não lineares e representam, de forma simplificada, escoamentos com superfície livre 

em regime não permanente. Essas EDPs são utilizadas para simular passagens de ondas de cheia em 

canais, rios e sistemas de drenagem, ondas originadas pela manobra de comportas em canais de 

irrigação, além de rompimentos de barragens, comportamento de correntes marítimas, formação de 

ressaltos hidráulicos, entre outras aplicações. 
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Para ondas de gravidade com baixa amplitude e assumindo-se escoamento ideal e sem efeitos 

significativos decorrentes da tensão superficial, a velocidade relativa de propagação da onda em 

relação ao meio líquido, celeridade “c”, pode ser calculada com bom grau de aproximação por 

meio da equação 1 (Lamb, 1945): 
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em que L é o comprimento da onda, g é aceleração devida à gravidade e h a altura do escoamento. 

Esta equação é normalmente chamada de equação da celeridade de Airy, em homenagem a Sir 

George Biddle Airy (1801-1892), apontado como tendo sido o primeiro autor a apresentar o seu 

desenvolvimento, em 1845 (Porto, 2006). 

 É interessante notar que se L>>h, condição relativa às águas rasas, a tangente hiperbólica 

tende ao valor do arco e a celeridade das ondas passa a ser calculada simplesmente por: 
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 No caso em que L/h > 20, as equações 1 e 2 fornecem praticamente os mesmos resultados. 

No caso de ondas de águas profundas, em que h>>L, a tangente hiperbólica (tgh) tende à unidade e 

a celeridade passa a ser calculada por: 
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A condição de águas rasas descrita anteriormente possibilita simplificar as equações de Saint-

Venant para a forma apresentada a seguir. A primeira equação do sistema é deduzida a partir do 

princípio de conservação de massa e a segunda provém da segunda Lei de Newton. 
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Nestas equações, u é a velocidade média do escoamento, t é o tempo, x é o eixo coordenado 

longitudinal, Io representa a topografia do fundo do canal e If é a declividade da linha de energia. Os 
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índices t e x representam as derivadas temporais e espaciais, respectivamente. Existem algumas 

opções para representar a declividade da linha de energia. Entre elas, a que possui fundamentos 

admitidos como os mais consistentes é aquela que usa a equação de Darcy-Weisbach: 

 

gh8

uu
If f . (5) 

 

Para que esta equação seja utilizada é necessário determinar o fator de resistência  f  que, para o 

caso mais geral, é uma função de variáveis adicionais do problema específico. Em problemas 

envolvendo condutos forçados longos, por exemplo, o fator de resistência é geralmente expresso 

como função do número de Reynolds e da rugosidade relativa. Condutos forçados curtos, nos quais 

o perfil de velocidade está “em desenvolvimento”, podem envolver outras variáveis. Existem casos 

mais complexos, sobretudo em escoamentos com superfície livre. Em canais escalonados o  f  pode 

ser expresso em função de mais de uma dezena de variáveis (embora alguns pontos de vista 

simplifiquem esta abordagem, como mostrado em Simões et al., 2010a). 

Este trabalho tem como objetivo comparar a qualidade de resultados obtidos aplicando 

diferentes esquemas numéricos às equações de Saint-Venant. Os códigos empregados nas 

simulações são livres e podem ser adquiridos com os autores ou a partir das referências citadas. 

Entre os objetivos específicos, destacam-se: (i) comparação de resultados de ruptura de barragem 

obtidos com os esquemas de alta resolução SUPERBEE (ROE, 1986), van Leer (1974), MINMOD 

(ROE, 1986), ADBQUICKEST (FERREIRA et al., 2009) e com os métodos de Lax-Friedrichs 

(LAX, 1954) e MacCormack (1969); (ii) comparação de resultados de formação de ressalto 

hidráulico empregando esses mesmos esquemas numéricos. 

 

ASPECTOS RELACIONADOS ÀS SOLUÇÕES DAS EQUAÇÕES 

Forma vetorial conservativa 

O sistema de equações 4 descreve meios contínuos, o que não impede, evidentemente, que conduza 

à soluções, no sentido fraco, descontinuas. Para que as descontinuidades sejam resolvidas 

numericamente faz-se necessário resolver as equações na forma conservativa. Quando representado 

por uma única equação, o sistema assume a forma: 

 

SFH  xt , (6) 
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em que H = [h, hu]
T
, F = [H2, H2

2
/H1+0,5gH1

2
]
T
 e S = [0, gh(Io-If)]

T
. Hi (i=1,2) são os componentes 

do vetor H, denominado vetor das variáveis conservadas. h e u são denominadas variáveis 

primitivas, e as grandezas F e S são, respectivamente, o vetor fluxo e o termo fonte. O “T” 

sobrescrito significa “transposto”. Uma notação também corrente na literatura para este sistema de 

equações é: 
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Imposição das condições de contorno 

As condições de contorno em problemas hiperbólicos devem ser consistentes com o 

comportamento da solução do problema. Em outras palavras, elas devem ser impostas em função 

do modo como as informações percorrem as curvas características. Tomando como exemplo um 

canal com entrada supercrítica e saída subcrítica, sabe-se que as curvas características na entrada do 

canal estão orientadas para dentro do domínio. Isto leva à prescrição dos valores de h e u na 

entrada. A saída possui uma curva característica que “transporta” informações para fora do domínio 

e uma outra voltada para o interior do domínio. Deste modo, deve-se fixar uma das variáveis e 

calcular a outra com base no que ocorre no interior do domínio. Para conhecer os sentidos das 

curvas características utiliza-se os sinais dos autovalores, i
, da matriz Jacobiana do vetor F, como 

apresentado a seguir: 
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Em termos das variáveis primitivas, tem-se: 
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Os autovalores são calculados por meio da equação característica (em que I = matriz identidade): 
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As soluções para esta equação polinomial são os autovalores procurados: 
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Os autovalores são iguais às velocidades absolutas das ondas. Se o escoamento for 

supercrítico, ambos são positivos e as características se desenvolvem da esquerda para a direita de 

modo crescente no plano x-t. Se o escoamento for subcrítico, o primeiro autovalor é negativo uma 

vez que u< gh . Neste caso, as características possuem inclinações opostas no plano x-t. 

 

Condições iniciais 

As condições iniciais dependem do tipo de problema a ser resolvido. Em problemas simples de 

rupturas de barragens é usual, por exemplo, assumir velocidades nulas em todo o domínio e 

profundidades uniformes a montante e a jusante da barragem, com valores distintos de tal maneira 

que seja formado um degrau, como discutido no Problema 1 mais adiante. Há casos que é 

necessário resolver a equação diferencial ordinária (EDO) obtida a partir do sistema 4 para o 

regime permanente. Assim, impõe-se um valor de hu (vazão específica) e calcula-se h com a EDO e 

u = hu/h. 

 

Consistência, estabilidade e convergência 

A forma discreta da equação diferencial original, obtida com um esquema numérico, deve ser 

consistente, isto é, o erro de truncamento tende a zero ao se impor que o espaçamento da malha 

tenda a zero. A estabilidade é fundamental para a obtenção de soluções com sentido físico. Um 

esquema numérico é estável se perturbações presentes na solução não crescem sem limites. A 

verificação da estabilidade pode ser feita por meio da análise de von Neumann, aplicada à EDPs 

lineares. As conclusões obtidas para formas lineares normalmente são estendidas para as formas 

não lineares, isto é, se um esquema é condicionalmente estável, ou instável para a forma linearizada 

das equações, se supõe o mesmo comportamento para a forma não-linear (ver Dautray e Lions, 

2000; Simões et al., 2010b). Se o refinamento progressivo da malha produz resultados que se 

aproximam da solução analítica da EDP, diz-se que há convergência. De acordo com o Teorema da 

Equivalência de Lax (LAX e RICHTMYER, 1956), pode-se dizer que um esquema numérico 

consistente é convergente se e somente se ele for estável (prova em Dautray e Lions, 2000, p.37). 
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Conservação 

Além dos três tópicos destacados brevemente no parágrafo anterior, Ferziger e Perić (2002) 

mencionam como relevante a conservação. Trata-se da capacidade de um esquema numérico 

preservar as características básicas relacionadas à conservação presentes nas equações originais. Se 

para um dado volume de controle a solução numérica não representar bem o princípio de 

conservação correspondente (massa, energia, quantidade de movimento) ele é dito não-

conservativo. Os esquemas de volumes finitos são conservativos, sendo esta uma importante 

propriedade de um método numérico. 

 

Consistência física das soluções numéricas (resultados realísticos?) 

Uma solução numérica deve ser considerada correta se os erros em relação à solução analítica da 

equação diferencial original são pequenos. Isto porque ela está sendo usada em substituição ao 

modelo analítico. Assim, ela não “deve”, em princípio, ser avaliada como correta tendo como 

fundamento comparações com dados experimentais. As equações de conservação resolvidas em 

problemas de mecânica dos fluidos são obtidas a partir de princípios da física clássica que 

representam bem os fenômenos naturais. Deste modo, as soluções obtidas com elas conduzem a 

excelentes sobreposições com a experimentação, como é o caso da solução de Blasius para camada 

limite, a solução de Hagen-Poiseuille, a solução de Couete, etc. Uma vez que o fundamento dos 

problemas citados é um conjunto de equações “simples” derivadas das equações de Navier-Stokes, 

as quais representam bem as situações mencionadas, é “assumido ser razoável supor” que os 

resultados numéricos de problemas sem soluções analíticas sejam fisicamente consistentes. Daí é 

muito comum comparar resultados numéricos diretamente com resultados experimentais. 

Entretanto, há sérias complicações na simulação de escoamentos turbulentos, multifásicos, em 

grandes escalas, entre outros. 

A turbulência se desenvolve de forma “multi-escala”, ou seja, os movimentos turbulentos 

ocorrem nos múltiplos tamanhos dos turbilhões presentes. Sendo X a dimensão característica das 

grandes escalas,  a micro-escala de Kolmogorov e Re o número de Reynolds associado às grandes 

escalas, a teoria de Kolmogorov prevê a seguinte expressão os graus de liberdade de um 

escoamento turbulento (Lesieur, 2008, p.205-206):  
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. (11) 
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Tomando como exemplo Re=10
5
, um valor típico, conclui-se que uma malha euleriana deva 

possuir aproximadamente 10
11

 elementos. Este número é demasiadamente elevado para realização 

de simulações com os recursos computacionais atuais. Por esta razão, é comum o emprego de 

modelos de turbulência em problemas práticos. Embora eles carreguem simplificações que em 

muitos casos não representam bem a realidade física, as soluções obtidas com essa alternativa 

auxiliam sobremaneira a elaboração de projetos. O mesmo ocorre com as equações hiperbólicas 

resolvidas neste trabalho, as quais pertencem a um grupo ainda mais simples de modelos 

matemáticos e são úteis para obtenção de soluções relacionadas a problemas com grandes escalas 

geométricas envolvidas, como rupturas de barragens, escoamento não permanente em rios, oceanos 

(como tsunamis), etc. 

 

CÓDIGOS DESENVOLVIDOS E UTILIZADOS 

Para solução numérica dos problemas analisados neste trabalho foram escritos códigos em Matlab
®
 

e C++ e usado o software livre CLAWPACK (LEVEQUE, 1900, 2003) desenvolvido para resolver 

leis de conservação hiperbólicas. O CLAWPACK utiliza o esquema numérico “wave propagation 

algorithm” (LEVEQUE, 1997, 2002), que é uma combinação do método de primeira ordem de 

Godunov (1959) com um termo de correção de alta ordem. Neste termo de correção possibilita-se 

programar os esquemas de alta resolução mencionados anteriormente em termos de limitadores de 

fluxo (um limitador de fluxo tem por objetivo controlar a formação de oscilações espúrias em 

regiões da solução com gradientes elevados ou descontinuidades). Seguindo o exposto em LeVeque 

(2002) e considerando o método de Godunov (1959) em uma discretização espacial x e temporal 

t, define-se os pontos discretos (xi, t
n
), em que xi = ix e tn = nt, i   e n  N. Empregando 

volumes finitos, a solução numérica Qi
n
  R

m
 no ponto (xi, t

n
) é definida por meio da média obtida 

com a solução exata no tempo t
n
 (denotada por “q”) sobre uma célula Ci = (xi-1/2, xi+1/2), em que 

xi+1/2 = (1+1/2)x e xi-1/2 = (1-1/2)x. Sendo assim, escreve-se: 
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A partir da equação 6 sem o termo fonte (forma homogênea) e com a notação H = Q, pode-se 

utilizar um esquema explícito de três pontos de tal maneira que: 
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A equação 13 corresponde à forma conservativa da equação 6 e, portanto, admite soluções fracas. O 

fluxo numérico F corresponde ao valor médio do fluxo físico f, através de xi+1/2 e para o intervalo 

de tempo [t
n
,t

n+1
): 
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n

t

t
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t

1
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É importante destacar que o método de Godunov é fundamentado na solução de um problema de 

Riemann obtida no ponto médio da célula (Ci, Ci+1) com o objetivo de encontrar o fluxo numérico 

na interface xi+1/2. Há uma variedade de “Riemann solvers” e este tema pode ser visto em LeVeque 

(2002) ou Toro (2010). Em um “Riemann solver”, as ondas W
p
  R

m
 viajam com velocidades 

p
  

R
m

, p = 1,2,...,Mw (Mw é o número das ondas ou autovalores reais). Os vetores W
p
 representam um 

salto em q através de cada onda e sua soma recupera o salto total, sendo possível escrever a 

seguinte igualdade: 

 





wM

1p

plr Wqq , (15) 

 

em que qr e ql representam valores à direita e à esquerda da solução exata q, respectivamente. 

Além disso, deve ser satisfeita a seguinte condição de conservação: 
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Para esse tipo de Riemann solver, o fluxo numérico pode ser calculado como: 

 














 
ww M

1p

p
2/1i

p
2/1i1i

M

1p

p
2/1i

p
2/1ii1ii W)()Q(fW)()Q(f)Q,Q(F , (17) 

 

em que 
+
 = max(,0) e 

-
 = min(,0). 

A atualização dos valores de Qi
n+1

 é feita substituindo a equação 17 na equação 13, cujo 

resultado é: 
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De acordo com o teorema Teorema de Godunov (1959), “um esquema numérico linear para 

equações diferenciais parciais que não gere oscilações espúrias possui, no máximo, primeira ordem 

de precisão”. O algoritmo de LeVeque (“wave propagation algorithm”) contém um termo de 

correção de alta ordem adicional em relação à equação 18, característica esta que transforma o 

método de Godunov em um esquema não linear de alta resolução, como pode ser visto a seguir: 
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em que 
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compõem o termo de correção de alta ordem. O primeiro, 2/1iF
~
 , é definido de acordo com a 

seguinte equação: 
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Como pode ser visto na segunda equação do sistema anterior, p
2/1i

W
~


 é obtido a partir da 

multiplicação da onda p
2/1i

W


 por )r( , que é o limitador de fluxo (responsável por suprimir as 

oscilações nas vizinhanças das descontinuidades). A variável “r” é o indicador da suavidade da 

solução e existem algumas propostas para o seu cálculo. LeVeque (1997) sugeriu a seguinte 

expressão: 
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O valor de p
2/1i

r
  é obtido comparando as ondas p

2/1i
W

  e p
2/1I

W
~

  na mesma família p nas 

vizinhanças do problema de Riemann na direção upwind, ou seja: 
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Uma vez calculado o valor de “r”, deve-se definir o limitador de fluxo. Os limitadores 

empregados neste trabalho, citados anteriormente, são definidos de acordo com as seguintes 

expressões: 

 

)]}1(2 ,3/r)1(3/||3/2),1(r2min[ ,0max{(r):TADBQUICKES

);r1/(| )r|r((r) :Leervan 
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22 







 (23) 

 

Os quatro limitadores de fluxo definidos (Eq. 23) foram implementados no software 

CLAWPACK. Entre os métodos numéricos empregados em estudos prévios (CANDEZANO et al., 

2010), está o esquema de alta resolução ADBQUICKEST, desenvolvido no LCAD (Laboratório de 

Alto Desempenho) do ICMC (Instituto de Ciências Matemática e Computação), por Ferreira et al. 

(2009). Neste limitador de fluxo  é igual ao CFL, número de Courant, Friedrichs e Lewy (1967). 

As soluções obtidas com os métodos de Lax-Friedrichs e MacCormack foram calculadas com parte 

do conjunto de códigos abertos HidráulicaEESC, destinados a resolver problemas de Mecânica dos 

Fluidos, Fenômenos de Transporte e Hidráulica (Simões et al., 2010c). 

 

PROBLEMA 1 – RUPTURA DE BARRAGENS 

Considerações iniciais 

O problema de ruptura de barragens para um canal com fundo horizontal e sem resistência 

oferecida ao escoamento pode ser resolvido analiticamente com a solução de Stoker (1956, p.335-

337). A solução assume que a barragem (ver Fig. 1) é retirada do domínio de forma instantânea. 

Barragens em forma de arco podem romper em um intervalo de tempo menor que o tempo 

necessário para o colapso de estruturas de terra e enrocamento, por exemplo. Deste modo, a 

hipótese acima é mais adequada para barragens em arco, embora continue sendo uma simplificação 

para o problema. A ruptura pode ocorrer devido a diferentes fatores, como problemas relacionados 

à fundação, a incapacidade estrutural do corpo da barragem em situações esperadas ou em eventos 

extremos, devido a grandes impactos (em guerras, por exemplo), etc.. Sendo assim, a forma com a 

qual se desenvolve o colapso é de difícil previsão. Em barragens de terra e enrocamento, por 

exemplo, é improvável que a hipótese seja adequada devido à ruptura progressiva e relativamente 
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lenta, que ocorre com a evolução de uma brecha. Entre as referências existentes sobre o assunto, 

menciona-se os trabalhos de Fread (1977) e Uemura (2009). A seguir é apresentada a solução de 

Stoker (1956), desenvolvida a partir do esboço da Figura 1. 

 

 
Figura 1 – Definições das variáveis, domínio e condição inicial h=h(x,0) para o problema de ruptura de barragens. 

 

Solução analítica de Stoker (1956) 

Para calcular analiticamente a forma da onda que viaja para a esquerda é utilizado o primeiro 

invariante de Riemann (w
1
): 

 

1wgh2u  . (24) 

 

A determinação da constante é feita impondo u(0)=0 e h(0)=h1, resultando em: 

 

 ghgh2u 1  , (25) 

gh3gh2ghuV 1a  . (26) 

 

A velocidade absoluta da onda de rarefação (Va) está relacionada com o tempo e o espaço por 

Vat=xs, portanto, obtém-se uma expressão para o lugar geométrico dos pontos da superfície livre da 

onda, em cada tempo t, ou para as profundidades em função da posição: 

 

 tgh3gh2x 1s   , (27) 

2

s1

3

t/xgh2

g

1
h













 
 , (28) 

 

em que xs é o eixo coordenado para a solução analítica, com origem na posição da barragem (x = 

L/2). Ele está relacionado com x por x = xs+L/2. 
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A onda de rarefação ocorre entre h1 e o patamar estabelecido como solução do problema 

entre h1 e h0, denotado por h2. A solução analítica ainda requer a determinação de h2 e da 

velocidade com a qual a descontinuidade devido à ruptura viaja para a direita, assumida constante. 

Com v igual à velocidade com a qual a descontinuidade viaja para a direita e u2 sendo a velocidade 

do escoamento correspondente a h2, Stoker (1956, p.335) propôs: 

 

   202 hhg5,0vuv  , (29) 

  vghvugh 022  . (30) 

 

Estas equações podem ser resolvidas de modo a produzir o seguinte resultado: 

 

2

0

1

0

1

000

2

c

v
81

c

v

4

1

c

v

4

1

c

v

c

u













































, (31) 

 

em que o subscrito representa a região do domínio (0 corresponde a h0). Combinando as equações 

30 e 31, é possível demonstrar que: 

 






























 1

c

v
81

2

1

c

c
2

00

2 . (32) 

 

Empregando o primeiro invariante de Riemann e levando em conta que u1=0, obtém-se a 

seguinte relação: 

 

0

1

0

2

0

2

c

c
2

c

c
2

c

u
 . (33) 

 

As equações 31 - 33 formam um sistema fechado (c1 é conhecido) cuja solução fornece u2, v 

e h2. Uma vez calculada a profundidade h2, está definida a solução para a onda que viaja para 

esquerda e, conhecida a velocidade da descontinuidade, é possível calcular a sua posição em função 

do tempo (xs=vt). A pasta disponibilizada junto com este artigo contém códigos em Matlab
®
 e uma 

planilha que possibilitam o cálculo da solução analítica com o método de Newton-Raphson (Link: 

http://stoa.usp.br/hidraulica/files/). Outro modo de deduzir as equações 25 a 27 pode ser encontrado 

em Porto (2006) e as demais equações encontram-se no trabalho de Stoker (1956, p.335-337). 
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Comparação entre soluções numéricas e a solução analítica 

É possível adotar diferentes condições de contorno para este problema, como paredes, com hu = 0 e 

h calculado com extrapolações, ou contornos absorventes, que possibilitam a passagem das ondas 

através das fronteiras (opção utilizada neste trabalho). Em ambos os casos, a solução obtida em t = 

10 s, neste exemplo, não é influenciada pelas condições de contorno devido às posições das ondas 

neste instante. A solução analítica apresentada possibilita avaliar os erros e as ordens de 

convergência obtidas com os métodos numéricos mencionados anteriormente. Os erros na norma L1 

são definidos por meio da seguinte expressão (e.g. Caleffi, Valiani e Bernini, 2007): 

 

x|hy|| |hy| || |E:| |L

N

0j

jj111  


, (34) 

 

em que: y = solução numérica e h a solução analítica; x é o espaçamento da malha espacial. 

A relação entre o erro e o espaçamento da malha pode ser representada por uma potência do 

tipo (LeVeque, 1998): 

 












.pequeno) mentesuficiente éΔx  (sexa)x(L

),x(oxa)x(L

2

2

a
11

a
11  (35) 

 

Nesta definição a1 e a2 são constantes de ajuste. O valor de a2 foi denominado de “ordem de 

convergência” de um determinado método aplicado a um problema específico. Isto significa que a 

ordem teórica de um esquema numérico pode ser alterada em função da malha utilizada (malhas 

que não se ajustam bem aos contornos reduzem a ordem de convergência do método) e das 

características da solução (suave ou com descontinuidades). Seguindo a exposição feita por 

LeVeque (1998), é considerada uma malha duas vezes mais fina, ou seja, com x/2, para obtenção 

da equação 36, empregada neste trabalho. Com isto, escreve-se 2a
11 )2/x(a)2/x(L  . Portanto, a 

ordem de convergência a2 é: 

 

2log

))2/x(L/)x(Llog(
a)2log())2/x(L/)x(Llog( 11

2
a

11
2


 . (36) 

 

Para um conjunto de pares (x, L1), é possível obter diferentes ordens de convergência. Outro 

método para o cálculo de a2 consiste em utilizar todos os pontos (x, L1) simultaneamente com o 

método dos mínimos quadrados, obtendo-se um único valor para a2. 
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A Tabela 1 contém os erros calculados com os seis métodos numéricos em t = 10 s e cinco 

malhas com refinamentos diferentes. Junto às colunas com os valores dos erros são apresentadas as 

ordens de convergência. Percebe-se que os quatro primeiros métodos possuem ordem de 

convergência média superior às ordens dos demais. Esta conclusão também pode ser vista na Figura 

2, que contém os pontos da Tabela 1 em gráficos log-log. Por estas imagens é possível observar as 

ordens de convergência por meio dos valores dos expoentes a2 (declividade das curvas). Nota-se 

que o método SUPERBEE forneceu melhores resultados. 

 

Tabela 1 – Teste de convergência para o Problema 1 

  
SUPERBEE van Leer MINMOD ADBQUICKEST Lax-Friedrichs MacCormack 

x N L1 Ordem L1 Ordem L1 Ordem L1 Ordem L1 Ordem L1 Ordem 

20 50 5,65E+01 ----- 5,73E+01 ----- 5,91E+01 ----- 5,67E+01 ----- 8,11E+01 ----- 4,51E+01 ----- 

10 100 2,52E+01 1,16 2,73E+01 1,07 2,97E+01 0,99 2,68E+01 1,08 4,71E+01 0,78 2,84E+01 0,67 

5 200 9,68E+00 1,38 1,11E+01 1,29 1,29E+01 1,20 1,10E+01 1,29 3,30E+01 0,51 1,42E+01 1,00 

2,5 400 5,67E+00 0,77 6,53E+00 0,77 7,54E+00 0,78 6,42E+00 0,77 2,02E+01 0,71 8,18E+00 0,80 

1,25 800 2,20E+00 1,37 2,61E+00 1,32 3,14E+00 1,26 2,62E+00 1,29 1,19E+01 0,76 4,12E+00 0,99 

 

 

L1  1,75x1,15

R² = 0,99

1

10

100

1 10

L
1

x

SUPERBEE

 (a)

L1  2,13x1,10

R² = 1,00

1

10

100

1 10

L
1

x

van Leer

(b) 

L1  2,61x1,04

R² = 1,00

1

10

100

1 10

L
1

x

MINMOD

(c)

L1  2,61x1,04

R² = 1,00

1

10

100

1 10

L
1

x

ADBQUICKEST

(d) 

Figura 2 – Continua. 
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L1  10,59x0,68

R² = 1,00

1

10

100

1 10

L
1

x

Lax-Friedrichs

(e)

L1  3,54x0,87

R² = 1,00

1

10

100

1 10

L
1

x

MacCormack

(f) 

Figura 2 – Ordens de convergência (Problema 1): (a) SUPERBEE; (b) van Leer; (c) MINMOD (d) ADBQUICKEST; 

(e) Lax-Friedrichs; (f) MacCormack. R
2
 = coeficiente de determinação. 

 

A Figura 3 contém as curvas de evolução espacial obtidas com cada um dos esquemas para t 

= 10 s. Estas soluções numéricas têm como objetivo expor a melhoria obtida em relação à solução 

analítica com o refinamento da malha. A existência da descontinuidade na solução analítica e o 

efeito difusivo presente nos métodos resultam em erros que interferem na ordem do método. O 

esquema de Lax-Friedrichs, por ser mais difusivo em relação aos demais, é o que apresentou menor 

ordem de convergência, como exposto na Tabela 1 e Figura 2. As ampliações apresentadas na 

Figura 3 ilustram a qualidade dos resultados calculados com os diferentes métodos junto às 

extremidades das ondas. Na malha correspondente a N = 100 e para t = 10 s, é possível notar que os 

esquemas de alta resolução são superiores aos métodos de Lax-Friedrichs e MacCormack, como 

apresentado na Figura 4. 

 

(a) (b) 

(c) (d) 
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(e) (f) 

Figura 3 – Evolução especial da profundidade do escoamento para t = 10 s e os esquemas numéricos adotados: (a) 

SUPERBEE; (b) van Leer; (c) MINMOD (d) ADBQUICKEST; (e) Lax-Friedrichs; (f) MacCormack 

 

 
Figura 4 – Evolução espacial para h=h(x,10) e N = 100 (todos os métodos numéricos) 

 

PROBLEMA 2 – ESCOAMENTO COM FORMAÇÃO DE RESSALTO HIDRÁULICO 

As equações de Saint-Venant não são capazes de representar bem o ressalto hidráulico em sua 

plenitude. Elas possuem soluções descontínuas, no sentido fraco, que são choques normais entre o 

escoamento supercrítico e o subcrítico. Este choque representa o ressalto hidráulico e pode-se 

prever, de forma aproximada, a sua posição em um determinado canal desde que seja conhecido o 

fator de resistência adequado. Neste problema é empregado um exemplo de teste proposto por 

Goutal, e Maurel (1997), também empregado por Gallouet, Herard e Seguin (2003). Trata-se da 

simulação de um escoamento em um domínio com fundo horizontal seguido de uma elevação de 

fundo e com o trecho final horizontal. O domínio possui comprimento L = 25 m e a forma do fundo 

é definida por meio da equação 24. As condições iniciais são h(x,0) = 0,33 m e hu(x,0) = 0,18 m
2
/s. 

O escoamento na entrada do domínio é subcrítico, portanto, impõe-se hu(0,t) = 0,18 m
2
/s e h(0,t) é 

calculado por extrapolação de ordem zero, ou seja, h(0,t)=h(x,t). Com o intuito de induzir a 

formação de um ressalto hidráulico, impõe-se h(L,t) = 0,33 m. Uma vez que o escoamento é 

subcrítico na saída também, a vazão específica foi calculada por hu(L,t) = hu(L-x,t). 
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regiões demais as para                           0

12x8 se )10x(05,02,0
)x(z

2

, (37) 

 

em que z(x) = cota do fundo do canal. 

Como pode ser observado na Figura 5a, todos os métodos foram capazes de capturar o 

choque. O detalhe em destaque desta imagem (zoom) mostra os esquemas numéricos TVD (Total 

Variation Diminishing) conduzem a soluções muito próximas da solução de referência (calculada 

com MINMOD, CFL=0,9 e N=2000) a montante da elevação de fundo. O método de MacCormack 

resultou em excelentes resultados para a superfície livre sobre a elevação de fundo. Em função do 

espaçamento da malha, o efeito difusivo do método de Lax-Friedrichs fez com que os seus 

resultados na região do choque se afastassem mais daqueles obtidos com os outros esquemas. 

 

(a) (b) 

Figura 5 – Distribuições especiais de h (a) e hu (b) calculadas com os seis esquemas numéricos. Condições 

correspondentes às simulações: t = 200 s, x = 0,1256 m, CFL = 0,9. 

 

A Figura 5b permite concluir que todos os esquemas numéricos adotados neste trabalho 

apresentam dificuldades em representar a condição estacionária correta para este problema, que 

envolve a formação de choque e um termo fonte (elevação de fundo). A Figura 5b também contém 

duas soluções calculadas com MacCormack. A primeira, denotada por MacCormack-1, forneceu 

vazões muito distantes da analítica após o choque. Isto se deve ao elevado valor para a viscosidade 

artificial empregada. A forma da viscosidade artificial empregada é aquela apresentada em 

Anderson (1995, p.363), que chegou à mesma conclusão para um problema envolvendo a formação 

de um choque normal em um bocal convergente-divergente. A solução MacCormack-2 corresponde 

ao uso de um valor mínimo necessário para a viscosidade artificial capaz de evitar que método se 

torne instável devido às dispersões numéricas. 

 

 

 



XIX Simpósio Brasileiro de Recursos Hídricos  18 

CONCLUSÕES 

Foram realizados testes com seis métodos numéricos por meio de comparações com soluções 

analíticas para problemas clássicos de ruptura de barragem e formação de ressalto hidráulico. 

Ambos os testes envolvem soluções suaves e soluções descontínuas. Conclui-se que as ordens de 

convergência teóricas são influenciadas pela existência de soluções fracas nas EDPs. Os esquemas 

de alta resolução fornecem melhores resultados para as malhas testadas, em relação às ordens de 

convergência e às magnitudes dos erros. As posições das ondas, em ambos os experimentos 

numéricos, foram previstas aproximadamente de forma adequada por todos os métodos. 
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