SOLUCAO NUMERICA DA EQUACAO DE RICHARDS PELO METODO
DE VOLUMES FINITOS

Michael Mannich' & Alexandre K. Guetter’

RESUMO --- As solugdes analiticas sdo comumente usadas para avaliar o desempenho de
esquemas numéricos. A Equacdo de Richards é uma equacdo diferencial parcial parabdlica ndo-
linear que governa o processo de infiltracdo de dgua no solo. O esquema numérico de volumes
finitos € avaliado em comparacdo com uma solucdo analitica da Equagdo de Richards. As condigdes
de contorno utilizadas sdo sucgdo matrica prescrita constante no bordo inferior e fluxo prescrito
constante no contorno superior. Foram simulados nove casos, variando o refinamento da malha no
tempo e no espago. O método dos volumes finitos apresenta erros e desvios pequenos em relacio a
solugdo analitica inclusive com grades mais grosseiras. As maiores fontes de erro provavelmente se
devem a iteratividade necessdria para resolver as equagdes visto que a condutividade hidraulica é
dependente de y e esta ndo pode ser explicitada. A conservagdo de massa varia significativamente
com a resolucdo temporal. Os maiores erros no espago sdo registrados junto aos contornos,
correspondentes ao nivel fredtico e a superficie. Esses resultados sdo elementos parciais de um
projeto mais amplo, cujo objetivo € aplicar conceitos estocdsticos para que a equacdo de Richards
seja aplicada em escalas compativeis com as dos modelos hidrolégicos e climéticos operacionais.

ABSTRACT --- Analytical solutions are generally used to assess the accuracy of numerical
schemes. The Richards equation is a partial differential, parabolic, and non linear that governs the
water infiltration process through the soil. Numerical approximations based on different forms of
the governing partial differential equation can lead to significantly different results for unsaturated
flow problems. The finite volume numerical scheme was applied to the Richards equation to
simulate the transient pressure distribution during one-dimensional, vertical infiltration toward the
water table through homogeneous soils. The boundary conditions were a prescribed suction head at
the lower boundary and a prescribed flux at the surface. The numerical results were compared with
an analytical solution for nine different combinations of both time and space resolutions. The errors
of the finite volume scheme were small with respect to the analytical solution, even for coarse
numerical grids. The conclusions were that mass conservation depends on the selection of time
resolution, and that the largest error of the suction pressure profile occurred close to both upper and
lower boundaries. These were partial results of a project that aims to upscale the Richards equation
for soil moisture dynamics to be utilized in both hydrological and atmospheric mesoscale models.
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1- INTRODUCAO

Os modelos de balango hidrico sdo importantes em aplicacdes de hidrologia, ecologia e
agricultura que tratam do armazenamento e transporte de 4gua no meio-ambiente. O balango hidrico
para a zona ndo-saturada do solo (ou vadosa) € tipicamente usado para repartir a chuva nos fluxos
de infiltracdo e escoamento superficial, e para estimar os fluxos que saem do solo como
evapotranspiragdo e drenagem para o lencol fredtico. Em hidrologia, o modelo de balango hidrico
para a zona vadosa condiciona o escoamento superficial e estima a recarga do aqiiifero; mas o
balango também € usado em hidrogeologia para estimar o transporte de contaminantes através do
lencol fredtico. Em meteorologia e clima, a umidade e temperatura do solo, servem como condi¢des
de contorno para os processos atmosféricos; sendo que a evapotranspiragdo e infiltracdo sdo os
fluxos de entrada e saida de dgua, respectivamente, do solo para a atmosfera.

A maior parte dos modelos de balanco hidrico para a zona néo saturada do solo assume um
conjunto de hipdteses simplificadoras, ou parametriza¢des, dos processos fisicos que descrevem o
movimento da dgua no solo. As principais simplificacdes s@o aplicadas aos fluxos de infiltragéo,
evaporacdo, drenagem (ou percolacio), e demanda pelas plantas (ou transporte ascendente); sendo
que nestes fluxos a dgua estd na fase liquida, com exce¢do da evaporacdo (fase gasosa). O uso de
pardmetros empiricos para aproximacdo dos processos fisicos no modelo de balango hidrico é
justificado pela grande variabilidade espacial e temporal das for¢antes meteoroldgicas (chuva, vento
e temperatura do ar) e pela significativa variabilidade espacial das propriedades hidraulicas do solo.
Essas parametrizagdes sdo aplicadas tanto nos modelos hidrolégicos quanto nos modelos de
previsdao numérica de tempo que simulam os processos entre o solo, vegetacdo e atmosfera. Esses
modelos de previsdo hidrolégica e meteoroldgica sdo aplicados para escalas que sdo consideradas
grandes (A> 1 km) relativamente as escalas em que prevalece a homogeneidade espacial das
propriedades dos solos e da vegetacdo. Todavia, as simplificagdes no balango hidrico garantem
rapidez e robustez as integracdes computacionais, que sdo requisitos para os modelos operacionais
simularem os fluxos e armazenamentos de agua em grandes regides, durante longos periodos de
integracdo. Exemplos de modelos hidrolégicos que descrevem formulacdes parametrizadas do
balanco na zona vadosa sdo apresentados em Chow et al.(1988), Bras (1990), Simmons e Meyer
(2000). Ha varias versdes de modelos hidrolégicos que sdo usados nos modelos numéricos de
circulagdo geral da atmosfera, sdo exemplos o esquema chuva-vazdo do modelo ECHAM, ou
modelo climatico de Hamburgo, em Diimenil e Todini (1992); o esquema de transferéncia entre a
biosfera e atmosfera do modelo CCM, em Dickinson et al. (1986); a formulacdo fundamentada na

equacdo de Richards proposta por Chen et al. (1993).
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A equag@o de Richards (Richards, 1931) representa os fluxos na zona vadosa, sendo aplicada
na escala local, mas podendo ser estendida para escalas maiores (Haverkamp et al., 1998). Essa
equacdo diferencial parcial ndo-linear descreve o escoamento transiente em solos ndo saturados com
o uso da Lei de Darcy. A varidvel de estado € o conteido de umidade no solo que se relaciona, de
forma complexa, com as propriedades do solo (condutividade hidrdulica ndo-saturada) e com a
tensdo de capilaridade. H4 um grande ndmero de publica¢des recentes sobre as solu¢cdes numéricas
e analiticas da equacdo de Richards, demonstrado que a sua aplicag@o para simular o escoamento na
zona ndo-saturada do solo ainda é um grande desafio para o hidrélogo. A validade da equacdo de
Richards para simular o escoamento na zona vadosa ji foi bem estabelecida para condi¢Ges de
laboratério (solos homogéneos e com condi¢des de contorno controladas). Todavia, apesar da
qualidade de sua fundamentacdo tedrica, ainda persistem as dificuldades para a aplicagdo da
equacdo de Richards nas escalas dos modelos hidrolégicos e climaticos. Nos modelos operacionais,
cada ponto de grade representa dreas com dezenas de quildmetros quadrados em que a variabilidade
espacial das propriedades do solo e dos forgantes climaticos s@o tipicamente representados apenas
por suas médias espaciais. A adocdo da hip6tese de se representar a variabilidade espacial na regido
por sua média, para entdo integrar a equagdo de Richards, produz resultados incorretos sobre a
variag@o do conteido da umidade do solo segundo a profundidade e o tempo.

Esse trabalho aborda as solucdes analiticas e numéricas da equag¢do de Richards. O seu
objetivo especifico é o de avaliar os erros numéricos na solugdo da equagdo com o método dos
volumes finitos, sendo que os erros foram estimados a partir de condi¢des idealizadas (ou de
laboratorio) para as quais hd uma solucao analitica. A sua aplicag@o imediata seria na estimativa das
propriedades hidrdulicas do solo através das medidas em campo do perfil de umidade do solo,
usando o método da solucdo inversa da equacdo de Richards, no qual se ajustam os pardmetros das
propriedades do solo até que haja a concordancia entre a solu¢cdo do modelo e as medi¢cdes em
campo.

Essa etapa deste trabalho tem um viés para pesquisa basica, em detrimento das aplicacdes em
bacias naturais. Todavia, além de sua aplicacdo na estimativa das propriedades do solo através da
solugdo inversa, ha um objetivo mais amplo que € o de aprimorar os modelos hidrolégicos e
climaticos através do melhor conhecimento dos processos fundamentais, do qual o balanco hidrico
da zona ndo-saturada do solo é um dos seus componentes. Para que se possa atingir este objetivo é
necessario que se apliquem técnicas de perturbacio e conceitos estocdsticos para que a equagio de
Richards simule os processos no solo em escalas compativeis com as dos modelos hidroldgicos e
climaticos operacionais.

Este artigo estd organizado em cinco capitulos. O capitulo 2 apresenta uma sintese da revisao

bibliogréfica. No capitulo 3, sobre materiais e métodos, sdo apresentados de maneira sucinta a
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derivacdo da solug@o analitica e o esquema numérico de volumes finitos, com as equagdes
discretizadas. No capitulo 4, de resultados e discussdes, sdo avaliados os erros numéricos e o

desempenho do método. O capitulo 5 resume as conclusdes e recomendagdes.
2 - REVISAO DA LITERATURA

A importancia da infiltracdo e o transporte e armazenamento da dgua na camada superior em
hidrologia, ciéncia dos solos, irrigacdo e drenagem, e em gestdo de recursos naturais e ambiental foi
discutida por Ross (1990). A equagdo de Richards é considerada a equacdo governante do
escoamento transiente da 4gua em solos.

Richards foi o primeiro a apresentar formalmente a equagao diferencial parcial ndo-linear que
descreve o escoamento transiente em solos ndo saturados. Narasimhan (1998) apresentou uma
revisao da evolugdo histdrica das idéias que nortearam a caracterizacao das propriedades do solo e a
formulag@o do seu balango hidrico, onde qualificou o periodo de 1920-1940 como sendo notavel em
virtude das contribui¢cdes para o avango do conhecimento sobre o transporte e armazenamento da
dgua no solo desde Darcy (1856). Narasimhan (1998) resumiu a descricdo dos trabalhos de
Richards em 1931, que em conjunto com os de Gardner em 1921, Terzaghi em 1924 e Theis em
1935, estabeleceram os fundamentos cientificos que sdo as bases do conhecimento do escoamento
na zona nao-saturada do solo. A equacdo de Richards permaneceu sem solugdo por quase duas
décadas em virtude das dificuldades em produzir solugdes analiticas para equacdes ndo lineares.
Somente a partir de 1950 é que se produziram as solugdes numéricas e analiticas para a equacdo de
Richards, que inicialmente resultaram de condi¢cdes altamente idealizadas e que gradativamente
passaram a representar as complexidades dos solos e forgantes naturais com a crescente
disponibilidade e barateamento dos recursos computacionais. A primeira solucdo apresentada para a
equacdo de Richards, em 1950, foi uma solucdo analitica em que a severidade da ndo-linearidade
dessa equacdo parabdlica foi reduzida através do uso do conteido de umidade volumétrica como
varidvel dependente, ao invés do potencial de capilaridade. Novas técnicas para as solugdes
analiticas também tem sido desenvolvidas, embora para condi¢des mais restritivas que as solugdes
numéricas.

As solugdes analiticas da Equagdo de Richards sdo comumente usadas para avaliar e comparar
o desempenho e a precisdo de esquemas numéricos (Ross e Parlange, 1994). As solugdes analiticas
da equacdo diferencial também oferecem informacdes importantes sobre a fisica do fendmeno e
permitem identificar a relacdo e dependéncia do resultado com as varidveis. Em contrapartida, os
métodos numéricos associados aos avancos no desempenho dos computadores, oferecem
ferramentas poderosas para resolver problemas complexos e ndo-lineares, embora sejam menos

didaticos para que o usudrio desenvolva sensibilidade na associacdo dos resultados com a
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formulagdo e as hipdteses assumidas (Menziani et al., 2006). Narasimhan (1998) descreve que as
primeiras solu¢des numéricas foram desenvolvidas por Klute em 1952 e Philip em 1955.

Os trabalhos sobre a solu¢do da equacdo de Richards com métodos analiticos sdo menos
numerosos do que os numéricos, porque exigem maior cuidado e persisténcia no seu
desenvolvimento. A maioria das solug¢des analiticas deriva de linearizagdes da equagdo, baseadas
em consideragdes a respeito da difusividade da dgua no solo e da dependéncia da condutividade
hidraulica com o teor de umidade do solo (Basha, 2000). As consideracdes mais comuns sao a
dependéncia exponencial da condutividade hidrdulica com a suc¢do matrica e a hipdtese que a
difusividade da dgua no solo seja constante ou entdo seja proporcional ao inverso do teor de
umidade.

As solugdes numéricas com os métodos de diferencgas finitas e elementos finitos ja foram
amplamente estudados e apresentam grandes erros de balango de massa, principalmente em malhas
mais grosseiras (Celia et al., 1990).

Desde a década de 1950 tem havido um fluxo constante de trabalhos sobre a solucdo das
equacdes de Richards, refletindo o desafio na aplicacdo de métodos matematicos e de amostragem
das propriedades do solo para a simulagdo do balango hidrico. Uma amostra dos trabalhos mais
recentes ilustra a vitalidade da pesquisa tanto nos métodos analiticos quanto nos numéricos. Chen et
al. (2001) aplicou um método analitico para condi¢des de contorno simplificadas, e Varado et al.

(2006) avaliaram a eficiéncia de uma solucdo numérica para um problema unidimensional.
3 - MATERIAIS E METODOS

Nesse trabalho foi usada uma solucdo analitica para avaliar os erros de balango de massa
decorrentes do uso de um esquema numérico de volumes finitos para solucionar a Equacdo de

Richards. A solucdo analitica aqui adotada foi detalhada em Srivastava e Yeh (1991).
3.1 — Equacao Governante e Condi¢coes de Contorno

A equacdo de Richards foi derivada a partir dos conceitos de conservag¢do de massa (contetido
de umidade do solo) e da equacdo de Darcy, com o uso condutividade hidraulica do solo ndo
saturado. Essa equacg@o se torna complicada devido a relag@o néo linear entre a retengdo de dgua e a
condutividade hidraulica. A equac@o de Richards que governa o escoamento nio-saturado vertical

unidimensional é dada por:

9 Ay+z)|_ 06
az{K("’) oz }at o
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onde: z é a coordenada vertical, positiva no sentido de baixo para cima, K é a condutividade
hidraulica ndo saturada que é funcdo da succ@o maétrica Y (negativa para escoamento ndo saturado)
ou tensdo de capilaridade no solo, 6 € o conteido de umidade, e t representa o tempo.

As dependéncias da condutividade hidrdulica e da umidade com a suc¢@o matrica sdo dadas

pelas relacdes constitutivas de Gardner (1958), respectivamente:
K =Ke"" 2)
0=06,+(0,-9,)e 3)

onde Ks € a condutividade hidraulica saturada, 6; € o contetido de umidade residual, 85 € o conteido
de umidade de saturacdo, e o0 é o parametro que avalia a entrada de ar que representa a taxa de
reducdo da condutividade hidrdulica ou da umidade para y cada vez menor.

As condi¢des de contorno aplicadas sdo sucgfo prescrita Yo no bordo inferior da camada de
solo, z = 0, e fluxo prescrito gg na superficie do solo, z = L. As condi¢des sdo matematicamente

expressas, respectivamente, por:

y(0,t) =y, 4
0
{K(w)a—"’m(w)} =q, 5)
Z z=L

A condigdo inicial € a distribui¢do de suc¢ado matrica correspondente a solugéo estaciondria da
equacdo (1) sob a mesma condi¢do de fluxo prescrito Yy no bordo inferior e fluxo prescrito qa na
superficie:

w(z,0)=éln[qA—(qA—e”“)e_Z} ©)

3.2 — Solucao Analitica

Srivastava e Yeh (1991) obtiveram uma solug@o analitica para a distribuicao uni-dimensional
da pressdo no solo em regime gradiente, assumindo que o solo fosse homogéneo e que a taxa de
percolacdo no lengol fredtico fosse homogénea. Matematicamente essas condi¢des consistem na,
linearizacdo da equacdo (1) com o uso das equacdes (2) e (3), e da aplicacdo das condicdes de
contorno e inicial das equacdes (4), (5) e (6). A solucdo analitica de Srivastava e Yeh (1991) &
resultante do uso da transformacdo de Laplace:

= sen[olLA, Jsen[oizA, Je ™"

1 —_
t)=—1 — _ %o -z —4 _ oL Z)/2 —t/4
vizt) o | (ds =" )¢ ~4(ds =a,)e © X 1+0L/2+2aLA;

)
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A transformacdo de Laplace implica na determinagdo de pdlos que sdo as raizes das equagdes
transformadas, sendo que os polos estdo associados com o pardmetro auxiliar A. O valor de A, é

obtido através da n-ésima raiz positiva da equagéo caracteristica:
tan (LA)+2A =0 &)

As equacdes (7) e (8) representam a variagdo da pressdo madtrica segundo a profundidade e o
tempo. A variagdo do conteido de umidade é obtida com a substituicdo da pressdo madtrica na
equacdo (3); dessa forma as equacdes (3), (7) e (8) representam os processos gradientes de
umedecimento e drenagem do solo.

A vazdo especifica de drenagem, ou fluxo descendente, em uma determinada altura z da

camada de solo para qualquer tempo foi derivada por Srivastava e Yeh (1991) como sendo:

,sen (azh,)

A, cos(azA,) sen (oL}, )e ™"

q, =K.q; —4K, (g5 —q,)e" e

9
nl 1+ 0l/2+20LA] ©)

A solucgdo analitica de Srivastava e Yeh (1991), dada pelas equacdes (7), (8) e (9) € restrita
as condi¢des em que as propriedades do solo possam ser representadas pelas relagdes constitutivas
exponenciais de Gardner, mas pode ser aplicada para solos estratificados. Embora, esse resultado
possa ser muito limitado para aplicacdes praticas em condicdes de campo, esta solugdo analitica é
valiosa para a avaliagdo dos erros resultantes da aplicacdo de métodos numéricos. Os problemas
mais comuns dos métodos numéricos sdo a convergéncia e conservacdo de massa, principalmente
para infiltracdo em solos muito secos e estratificados (variacdo das propriedades hidraulicas na

vertical).
3.3 — Solucao Numérica

No esquema numérico de volumes finitos a discretizacdo da equagdo governante ¢ feita por
meio da integracdo em volumes de controle elementares e interpolagdo, fornecendo como resultado
uma equagao algébrica para os volumes de controle no dominio de cilculo (Maliska, 1995).

A equacdo de Richards, equacdo (1), é fungdo das duas varidveis dependentes 0 e , portanto
tanto para solucdes analiticas quanto numéricas € necessaria uma equacdo que relacione ambas,
neste trabalho corresponde a equacéo (3). Para facilitar a solu¢do numérica € preciso escrevé-la em
funcdo de uma das varidveis. Uma forma comum € deixd-la em fun¢do apenas da varidvel y
(Rathfelder e Abriola, 1994):

[y 2w+2)]_ 20 2y
aZ[K(“’) oz }am ot (10
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A Figura 1 apresenta um esquema da grade espacial, os volumes de controle e sua numeragdo
e a aplicagdo das condi¢des de contorno (note que o eixo z representado na horizontal corresponde a

distancia vertical ou profundidade).

1 2 3 N-2 N-1 /N
«— J\/7 K
dz -
Yo
q

Figura 1 — Representacdo da grade e das condi¢Ges de contorno

A discretizagdo da equagdo (10) em volumes finitos com interpolagdo linear produz:

ap\V?H =a i) +a i+ b, (11
onde:

e KAZ/ (12)

T KAZ/ (13)

a,=a,+a, +—Cin Z‘[C?H (14)

b, = Xi (Ci" +C;’+1)+iHK?ﬂ/z (%HJ— K, (%+lj+ K, —Kfjl;z:l (15)

C= g—\?} =oe™ (16)

A condutividade hidraulica do solo ndo-saturado, K, € calculada através da média harmonica

dada por:
K'K?,
K, =2——%=— 17
FETTR KD (a7

itl

As equacgdes de (12) a (15) valem apenas para os nds internos, i=2,...,N-1. Aplicando as
condi¢des de contorno em volumes finitos, entdo a condicdo na fronteira inferior (equagdo 11), i=1,

produz os parametros:

a =—-a, =1 (18)
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a,=0 (19)
b, =2y, (20)

Para a condi¢éo de contorno superior, i=N, os pardmetros apresentam a forma:

a,=a, =1 21)

a, =0 (22)
_ K.n+l

b, =| T2z [y, (23)
Ki—l/z

A equacdo (10) para o regime estaciondrio é:

v =ay,, +a, W, +b, (24)
onde:
Ko
¢ Az (25)
K'—l/2
a =—— 26
v I (26)
a =a +a, @7)
bp = Ki+l/2 - Ki—l/z (28)

As equacgdes de (25) a (28) valem apenas para os nds internos, i=2, ...,N-1. Os parametros
para a condicdo de contorno inferior sdo os mesmos para a discretizacdo transiente. Para a condicao

na fronteira superior, i=N, na forma da equacdo (24) se altera apenas o parametro by:

— K.
b, = Ja 22 |n, (29)
Ki—l/2

O algoritmo para a solugdo numérica da equacdo de Richards, com o esquema dos volumes
finitos, consiste na execugdo das cinco etapas enumeradas e descritas abaixo:

(1) Leitura dos parametros Ks, o, yo, qa, qs, Az, At

(2) Resolver a equacao (24), obtendo \pil

(3) Atribuir como aproximagdo inicial y*' =y,
(4) Resolver a equagdo (11) até y*' convergir

(5) Voltar a etapa 3
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4 - RESULTADOS E DISCUSSOES

As avaliagdes de desempenho e dos erros do método dos volumes finitos para a solugdo
numérica da equagdo de Richards foi referenciada na solugéo analitica de Srivastava e Yeh (1991).
Tanto o desempenho computacional quanto os erros numéricos foram avaliados para nove casos
simulados, em que se fizeram combinacdes de variagdo do refinamento da malha no tempo e no
espaco (Tabela 1). A Figura 2 ilustra os perfis das pressdes matricas, obtidos com o método

analitico de Srivastava e Yeh (1991) e com o método numérico para os casos da Tabela 1.

A B
1,0- 1,01
0,8 0,81
0,6 0,6-
E g
N
N 0,44 04
02 02
0,0 T T T T T T T T T T 0,0 T T T T T T T —
025 020 015 010 005 000 025 020 015 010 005 000
W (m) v (m)
C D
1,01 1075
1
0.8 0,8- 3
5
0,6 0,6
. 10
g B
N 044 S04 N 15
. 30,
0.2 021 S 50 100
0+—77—7 )] —
02 020 015 010 005 000 025 020 015 010 005 000
W (m)

WV (m)

Figura 2 — Perfis das pressdes maétricas: A —caso 1; B casos 2,3 e 5; C casos 4 e 7; D casos 6, 8, e

9; (— ) Solug@o Analitica; (-@- ) Volumes Finitos
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Tabela 1 — Convengdo para denominar os casos simulados

Az (m)
0,100 | 0,010 0,001
- 1,00 1 2 3
= 0,10 4 5 6
< 0,01 7 8 9

Os maiores erros na simulacdo da pressdo matrica foram para os casos 1, 2, 3 e 5, sendo que
nos trés primeiros a resolug@o temporal foi a mais grosseira ( 1 hora) e no caso 5 as resolugdes
temporal e espacial foram de 0,1 hora e 0,01 m, respectivamente. Os menores erros estiveram
associados a resolucdo temporal e espacial mais finas, correspondendo aos casos 8 e 9, com At=0,01
hora, e ao caso 6 com At=0,10 hora e Az=0,001 m.

A avaliacdo de desempenho da solu¢do numérica usou dois indicadores: tempo de
processamento e conservagao de massa.

A avaliacdo dos erros usou como indicadores as diferencas entre a pressdo madtrica da
solugdo numérica e da solucdo analitica, e também as diferencas entre os fluxos. A variagdo dos

erros foi analisada: de forma geral para todo o dominio da integragcdo, no espacgo, € no tempo.
4.1 - Avaliacao de Desempenho

O balango de massa (BM) destes métodos numéricos é definido como a razdo entre o volume
de dgua acumulada e o fluxo liquido entre as faces do dominio. Esta defini¢do é matematicamente

representada pela equacdo (Celia et al., 1990):
T (00 -6°) Az
BM = =l (30)

n+l . \Ijj —\Ijj 5 : \I]j —\I]j
E{ JN_1/2|: NAZN1+1:|_ i/2|: IAZ 0+1 At

A medida de balanco de massa representada pela equacdo (30) foi determinada para os nove

casos da Tabela 1, produzindo os resultados ilustrados na Figura 3, onde t € o tempo de integracdo
que se estende por 100 horas. A andlise dos resultados indica que o balan¢o de massa é claramente
independente do refinamento no espago, e a conservacdo de massa melhora com o refinamento da
grade no tempo, ou seja, se aproxima de BM=1. O erro relativo na conservagao de massa € maior
durante os primeiros passos de integracdo, de forma que se a resolugdo no tempo for muito

grosseira, entdo o erro serd grande durante o processo transiente.
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Figura 3 — Balanco de massa para os casos simulados

O segundo indicador de desempenho é o tempo de processamento que estd resumido na

Tabela 2 para os nove casos simulados.

Tabela 2 — Tempo de processamento para as simula¢des (em segundos)

Az (m)

0,100 0,010 0,001

[ 1,00 0,36 21,75 213,39
IE| 010 2,16 196,14 2196,76
0,01 17,00 792,73 22194,26

Conclui-se que o refinamento da malha no tempo acarreta em aumento de acuricia no
resultado numérico, em termos de conservacido de massa, com tempos de processamento aceitaveis.
Por exemplo, para uma grade com resolugdo de 100 mm, com o aumento do tempo de
processamento de 0,36 s para 17 s (em fun¢@o do refinamento no tempo) houve uma melhora muito
significativa na conservacio de massa. Mas se a resolucdo da grade passasse para 1 mm entdo o
tempo de processamento aumentaria de 17 s para 6,1 horas, sem que houvesse melhora significativa

na conservacao de massa.

4.2 — Erros Numéricos

Os erros numéricos s@o oriundos do método de aproximacdo numérica, do refinamento da
malha e de procedimentos iterativos no processo de cédlculo. O erro numérico foi definido pela

diferenca, em valor absoluto, entre a solugdo analitica e a solugdo numérica como:
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onde ¢ representa o valor da solu¢do analitica no ponto correspondente ao tempo j e espago i.
A Figura 4 apresenta o erro quadratico médio de toda simulacdo, ou erro médio quadratico
global, dado pela expressao:
N T .
22 ()

E = il 7
(N)(T) &7

onde N é niimero total de intervalos de integragdo para atingir a profundidade de 1,0 m, e T é o

nimero total de passos de integracdo no tempo para cobrir as 100 horas de integracao.

0,00004 -
0,00003 -
 0,00002 -

—a— dz=0,1

0,00001 - —y— dz=0,01
—A— dz=0,001

—n
0,00000 —’* ' ' ' '
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

dt (hr)

Figura 4 — Evolugdo dos erros gerais

As solucdes numéricas pelo método dos volumes finitos com resolucdo temporal mais
grosseira foram as que apresentaram os maiores erros médios globais, sendo da ordem de 0,5%.
Para o caso 9 (Az=0,001 m, e At=0,01 hora) o erro numérico foi nulo. Em geral, o erro global
diminui com o refinamento da malha tanto no tempo quanto no espago, com excecdo do caso em
que a resolucdo temporal foi mais grosseira (1hora) em que o erro decresceu segundo a seqiiéncia 2,
3 e 1. E para o caso 9 o erro € zero.

A evolugdo do erro ao longo do tempo de integragdo € ilustrada na Figura 5. O erro no tempo

T foi normalizado pela solugédo da funcdo analitica, sendo definido como:
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Figura 5 — Evolucdo dos erros ao longo da integracdo no tempo

O erro para o método dos volumes finitos € pequeno no tempo inicial quando a solugdo
numérica € a estaciondria; depois cresce no inicio do regime transiente até atingir um maximo, que
depende da resolug@o espacial, e em seguida diminui assintoticamente até o final da integracéo.
Para os casos 1, 4 e 7, em que a resolugcdo espacial é grosseira, os erros foram os maiores do
conjunto de casos simulados, sendo os Unicos que ndo tenderam assintoticamente a zero. Para os
casos 2 e 3 o erro foi alto no inicio e tendeu a zero no final da integracdo. Enquanto que para os
casos 5, 6, 8 e 9 a evolugdo dos erros foram semelhantes, mantendo-se pequenos desde o inicio da
integracao.

A distribuicdo dos erros no espaco, ou seja, os perfis dos erros estdo ilustrados na Figura 6. Os
perfis dos erros foram normalizados pela solugdo exata, e foram determinados como sendo a média

temporal do erro em cada posigdo:

T .
D

& = (36)
J

i
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Figura 6 — Perfil dos erros

O perfil dos erros normalizados para o método dos volumes finitos é caracterizado por erros
maiores nos extremos do dominio de calculo, préximo as condicdes de contorno. No interior do
dominio o erro é aproximadamente constante, variando pouco com a variagdo da resolugdo temporal
e espacial. Para os casos em que agrade foi refinada no espago e no tempo, de forma que conservou
a massa, o erro da pressdo matrica foi menor no contorno superior do que no inferior, resultante da
condi¢do de contorno de fluxo prescrito no extremo superior.

Em engenharia, muitas vezes os maiores interesses na solu¢io de equacdes diferenciais estdo
na andlise de comportamento de varidveis secundarias. No caso da equacdo de Richards, a
estimativa do fluxo em uma determinada elevag@o pode ser mais facil de ser interpretada do que o
campo de succ¢do matrica em cada ponto no espago e no tempo. Com essa justificativa, foi realizada
a andlise de erro dos fluxos, que é uma varidvel secundédria em relagdo a estrutura da equagdo
diferencial.

O erro quadratico médio do fluxo, em uma determinada elevacao, foi calculado como sendo a

diferenca entre o fluxo estimado com o método numérico e o resultante da solucao analitica:

T

> (gi-q/)

Al = =1 38
i T (38)

onde, q; € o fluxo calculado pela solucdo analitica e q € o fluxo calculado numericamente. O fluxo q

da solu¢do numérica foi estimado com a equagdo (39):
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z

A Figura 7 apresenta a variagdo do erro quadritico médio dos fluxos entre a solugdo

analitica e a numérica em z=0, ou seja, dos fluxos que entram no lencol freético.

1E-15
- i
1E-16
Y,
1E-17
< A A
1E-18
—eo— dt=1h
1E-1
0 —A— dt=0,1h
vl —v— dt=0,01h
1E-20 4 T T T T T T T T T T
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10

dz (m)

Figura 7 — Erros no célculo do fluxo na base

Os erros do fluxo foram pequenos para o método dos volumes finitos, mesmo levando em
consideracdo que se trata de uma medida quadratica. Os erros nos fluxos sempre diminuem com o

refinamento da grade no espaco e no tempo.
5 - CONCLUSOES

O método dos volumes finitos apresenta erros e desvios pequenos em relagdo a solugdo
analitica inclusive com grades mais grosseiras. As maiores fontes de erro provavelmente se devem a
iteratividade necessdria para resolver as equagdes visto que a condutividade hidrdulica € dependente
de y e esta ndo pode ser explicitada.

A conservacdo de massa melhora significativamente com o refinamento da grade em relacdo
ao tempo, sendo pouco sensivel ao refinamento no espaco. O erro relativo na conservagdo de massa
€ maior durante os primeiros passos de integracdo, de forma que se a resolu¢do no tempo for muito
grosseira, entdo o erro serd grande durante o processo transiente.

O tempo de processamento € bastante pequeno, mas aumenta exponencialmente ao

refinamento da malha. Contudo, com um tempo aceitdvel de processamento em aplicacdes de
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modelagem operacional ainda se obtém bons resultados. O erro global do método numérico tem um
comportamento bastante previsivel, no qual, quanto mais refinada for a grade, menor serdo os erros.

Devido ao fendmeno ser transiente, entdo a evolugéo dos erros deve ser analisada ao longo do
tempo de integracdo, e também em termos de seu perfil ao longo da profundidade. Os erros no
espaco sdo fortemente relacionados as proximidades dos contornos, onde tanto no nivel do lengol
fredtico (contorno inferior), quanto na superficie, sdo registrados os maiores erros no perfil. Os
erros no tempo diminuem ao longo da integragdo, ou seja, quanto mais préximo do estado
estaciondrio entdo menor serd o erro.

Esses resultados sdo elementos parciais de um projeto mais amplo, cujo objetivo é de usar
técnicas de perturbacdo e conceitos estocdsticos para que a equacdo de Richards simule os
processos no solo em escalas compativeis com as dos modelos hidroldgicos e climédticos

operacionais.
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