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RESUMO 

A avaliação de incertezas tem se mostrado como importante ferramenta para o conhecimento 

dos efeitos de erros inerentes à modelagem hidrológica e hidráulica, sejam eles de cunho aleatório 

ou epistêmico, sejam associados aos dados de entrada e de saída, à estrutura e parametrização dos 

modelos matemáticos usados e às condições iniciais e de contorno. Focado sobre tais aspectos no 

que tange exclusivamente à modelagem hidrodinâmica, o estudo ora apresentado buscou adaptar o 

arcabouço metodológico de estimação de incertezas a partir de um esquema Bayesiano com vistas à 

identificação e quantificação da incerteza associada ao coeficiente de rugosidade de Manning de um 

modelo hidrodinâmico unidimensional, assim como da incerteza total envolvida na predição de 

hidrogramas resultantes da propagação de cheias em um trecho do Alto rio São Francisco, entre a 

foz do rio Abaeté e a cidade de Pirapora (MG). Este trabalho foi dividido em dois artigos, sendo a 

primeira parte dedicada à apresentação de aspectos teóricos relevantes para utilização de uma 

abordagem Bayesiana com vistas à estimação de incertezas e das adaptações sugeridas para 

aplicação ao caso da modelagem matemática hidrodinâmica unidimensional. O presente artigo 

constitui a Parte II – Aplicação, voltado à descrição do estudo de caso e aos resultados e produtos 

obtidos a partir da quantificação de incertezas seguindo a proposta metodológica embasada na Parte 

I, a exemplo de intervalos de credibilidade para hidrogramas de cheia e mapas de inundação 

probabilísticos. 

Palavras-chave: Inferência Bayesiana, simulações de Monte Carlo por Cadeias de Markov, mapas 

de inundação probabilísticos. 

 

INTRODUÇÃO 

Embora os modelos hidrológicos e hidráulicos tenham apresentado importantes avanços nas 

últimas duas décadas, impulsionados pela obtenção de dados topográficos e batimétricos mais 

precisos e abrangentes e menos custosos em termos de aquisição, bem como pelas melhorias em 

ferramentas computacionais, subsistem aspectos inerentes à modelagem que demandam 

aperfeiçoamento e aprofundamento de sua compreensão pela engenharia de recursos hídricos. 

Dentre eles, destacam-se a quantificação de incertezas, ou erros, associados aos parâmetros, dados 

de entrada e de saída e às equações e esquemas numéricos que compõem os modelos, e a sua 

propagação através da modelagem em busca da estimação da incerteza preditiva. 

O presente estudo teve por objetivo selecionar uma abordagem estatística formal com 

possibilidade de aplicação à estimação de incertezas, e de adaptá-la a uma modelagem 

hidrodinâmica, tendo sido escolhida um esquema de cunho Bayesiano devido aos muitos exemplos 

voltados às modelagens matemáticas hidrológicas e hidráulicas. 

O foco da estimação de incertezas selecionado neste trabalho incidiu sobre a modelagem 

hidrodinâmica unidimensional voltada à propagação e ao mapeamento de cheias uma vez que estas 

e as consequentes inundações constituem um tema que, apesar de amplamente estudado, representa 

um problema que segue atual e que impõe grandes desafios para a humanidade, ampliados pela 

crescente migração de população para áreas urbanas, o inchaço das cidades em regiões 

ambientalmente vulneráveis, a exemplo de planícies de inundação e estuários, e a intensificação dos 
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extremos hidrológicos e climatológicos observados nas décadas mais recentes. Posto isto, o estudo 

de incertezas pode conduzir à melhor compreensão dos parâmetros dos modelos hidrológicos e 

hidráulicos utilizados na quantificação das cheias e inundações, assim como de suas limitações e 

apontar possíveis melhorias quanto aos dados de entrada e à própria parametrização. Além disso, 

torna viável a avaliação da sensibilidade dos outputs à qualidade dos dados, e a elaboração de 

respostas de cunho probabilístico, que mostrem áreas mais ou menos vulneráveis nas planícies de 

inundação e com maior potencial de dano. 

Ainda que o presente trabalho não explore todas as potencialidades que se podem vislumbrar 

a partir da estimação de incertezas das modelagens hidrológicas e hidráulicas, foi possível 

confirmar a viabilidade de aplicação de um método Bayesiano para a quantificação das incertezas 

paramétricas e oriundas de outras fontes em um modelo hidrodinâmico unidimensional amplamente 

adotado no Brasil e no mundo. Adicionalmente, foram testadas algumas aplicações possíveis uma 

vez que as incertezas sejam quantificadas, como mapas de inundação e perfis de escoamento 

probabilísticos. 

Sendo assim, a Parte II deste trabalho tem por objetivo mostrar os resultados mais relevantes 

alcançados na aplicação do esquema metodológico proposto sobre a modelagem hidrodinâmica de 

cheias ao longo do estirão fluvial selecionado. 

DESENVOLVIMENTO DO ESTUDO NO TRECHO FLUVIAL SELECIONADO 

Caracterização do Trecho Fluvial Estudado e das Informações Disponíveis 

A metodologia foi aplicada a um trecho do rio São Francisco, entre a foz do rio Abaeté e a 

cidade de Pirapora, no estado de Minas Gerais, na amplitude de coordenadas UTM SIRGAS 2000 

(zona 23S) 473.600 e 513.700 E e 8.005.150 e 8.087.000 N, perfazendo cerca de 100 km de 

extensão desse curso de água em sua alta porção, conforme mostra a Figura 01. 

O trecho possui 2 estações fluviométricas a montante, operadas pela CEMIG – Companhia 

Energética de Minas Gerais, sendo uma no rio São Francisco e a outra no rio Abaeté, a 30 km e a 40 

km da confluência desses rios, respectivamente. No extremo de jusante, junto à ponte da BR-365, 

na área urbana de Pirapora, há outra estação, de operação pelo Serviço Geológico do Brasil 

(CPRM). A posição das estações fluviométricas em relação à rede hidrográfica de interesse do 

estudo é apresentada na Figura 01 e algumas de suas informações encontram-se sintetizadas na 

Tabela 1. 

Tabela 1 – Características das estações fluviométricas utilizadas. 

Código 

(ANA, 

2009) 

Nome Operadora 
Curso de 

Água 

Coordenadas 

Geográficas 

SIRGAS2000 
Período de 

Dados 

Área de 

Drenagem 

(km²) 
Latitude Longitude 

41020002 
UHE Três Marias 

Jusante 
CEMIG 

rio São 

Francisco 
18°11'13"O 45°15'10"S 

01/1957 a 

11/2017 
50816 

41090002 

PCH Salto do 

Paraopeba Ponte 

BR 040 

CEMIG rio Abaeté 18°06'32"O 45°27'43"S 
04/1963 a 

11/2017 
5186 

41135000 Pirapora Barreiro CPRM 
rio São 

Francisco 
17º22'09''O 44º56'36''S 

06/1968 a 

11/2016 
62200 

Por se tratar de um estirão de interesse direto da CEMIG, devido à existência da UHE Três 

Marias a montante, no município homônimo, há levantamentos topobatimétricos realizados em 

diversas ocasiões, e que perfazem a área desde a usina até a cidade de Pedras de Maria da Cruz, 
cerca de 300 km a jusante. Para o trecho selecionado neste estudo, havia disponibilidade de 22 

seções transversais, levantadas em campanha de 2011, posicionadas conforme mostra a Figura 1.  
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Havia também disponível um MDT de levantamento realizado pela CEMIG para o leito 

fluvial e planícies de inundação, ao longo do estirão entre a foz do rio Abaeté e a cidade de 

Pirapora, com resolução horizontal de 1 x 1 m, que engloba as margens e uma faixa com largura 

entre 1 e 2 km da planície de inundação em cada margem. 

Figura 1 – Localização do trecho fluvial estudado em relação à rede hidrográfica regional. 

 

Elaboração do Modelo Hidráulico e Acoplamento ao DREAM 

Com essas informações, foi possível implantar um modelo hidráulico unidimensional 

preliminar no trecho pré-selecionado. O modelo computacional selecionado foi o HEC-RAS (River 

Analysis System), em sua versão 5.0.5, desenvolvido pelo Hydrologic Engineering Center do 

USACE - Corpo de Engenheiros do exército americano. Optou-se pela modelagem unidimensional 

nesse software em decorrência da disponibilidade de dados topobatimétricos e para evitar a 

introdução de incertezas causadas pela combinação de bases topográficas de diferentes precisões e 

resoluções. 

De modo a se definir o trecho fluvial a ser finalmente considerado para estimação de 

incertezas, foi realizada uma série de simulações de teste, em escoamentos permanente e transiente, 

para se compreenderem os controles hidráulicos dominantes, a sensibilidade do modelo à faixa de 

coeficientes de rugosidade preestabelecida e os regimes de escoamento, além da sensibilidade do 

modelo às condições de contorno de jusante, dada a existência de uma corredeira no trecho em 

frente à cidade de Pirapora e da foz do rio das Velhas a cerca de 30 km a jusante dessa região. 

Embora a curva-chave do posto fluviométrico de jusante (Pirapora-Barreiro; código 41135000) 

pudesse constituir uma excelente condição de contorno em outras circunstâncias, ela não foi 

aplicada com essa finalidade no presente caso, já que o objetivo era justamente avaliar os erros 

entre as vazões observadas na correspondente seção fluvial, tomadas como a informação 𝐘, e 

aquelas simuladas pelo modelo. Dessa forma, o estirão fluvial finalmente selecionado foi aquele 

elaborado até a seção ou trecho que atuasse como controle hidráulico para o local da referida 

estação fluviométrica. 
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Ademais, verificou-se que a corredeira situada em frente a Pirapora opera como controle para 

as vazões no posto de Pirapora-Barreiro até 5000 m³/s. Acima desse valor, a influência do remanso 

causado pela confluência entre os rios São Francisco e das Velhas precisa ser levada em conta, e 

novas incertezas precisariam ser inseridas, a fim de representar o controle hidráulico e os efeitos 

impostos pelo importante tributário. Assim, uma vez que o objetivo principal se trata de verificar a 

aplicabilidade da metodologia com vistas à quantificação das incertezas dos parâmetros e da 

incerteza preditiva total, definiu-se que o modelo seria finalizado imediatamente a montante dessa 

corredeira, considerando-se a propagação de cheias até o limite superior de vazões supracitado. 

Sendo assim, para estimação das referidas incertezas, foi selecionado o hidrograma da cheia 

de fevereiro de 1992, uma das maiores registradas no Alto rio São Francisco. A vazão de pico 

alcançada no posto de jusante, Pirapora-Barreiro, foi de 5098 m³/s. O hidrograma considerado como 

condição de contorno de montante foi obtido somando-se as vazões nos dois postos situados a 

montante da seção transversal inicial, sob a premissa de que o efeito de amortecimento fosse pouco 

significativo em função da extensão do trecho dessas estações até o encontro dos rios Abaeté e São 

Francisco. Assim, a vazão de pico do hidrograma afluente foi de 4577 m³/s. 

O período de dados selecionado para compor o vetor de vazões Ỹ em Pirapora-Barreiro para 
atualização Bayesiana vai de 12/01/1992 a 16/03/1992, assim escolhido de modo a assegurar a 

estabilidade do modelo hidráulico e perfazer a ascensão e a recessão do hidrograma de cheia. 

Finalmente, o modelo hidráulico elaborado à luz das informações e premissas mencionadas foi 

acoplado à toolbox de rotinas do método MCMC selecionado, conhecido por DREAM - Differential 

Evolution Adaptive Metropolis  (Vrugt et al., 2009). Para tanto, foi elaborada uma rotina em Matlab 

que abrisse o aplicativo HEC-RAS a cada iteração das cadeias de Markov a fim de acessar o 

modelo construído e alterar os parâmetros em avaliação, no caso, os coeficientes de rugosidade de 

Manning. 

Distribuições de Probabilidades a priori 

A Tabela 02 resume as distribuições a priori e os respectivos limites considerados para os 

parâmetros do modelo hidráulico, 𝛉 = {𝑛𝑐 , 𝑛𝑝}, e do modelo de erros, 𝛈𝓮 = {𝜙𝑝, 𝜎0, 𝜎1, 𝜉, 𝛽}, bem 

como suas unidades. O vetor 𝛈𝓮 agrega as chamadas variáveis latentes ao processo de inferência 
Bayesiano, as quais compõem o modelo de resíduos representado pela função de verossimilhança 

Generalizada (Schoups e Vrugt, 2010), mostrada na Equação (11) da Parte I. 

Tabela 02 – Distribuições a priori e limites inferior e superior atribuídos aos parâmetros dos vetores θ e ηℯ. 

Nome Notação Unidade FDP a priori 
Limite 

Inferior 

Limite 

Superior 

Manning na calha 

principal 
nc - 

UNIFORME 

0,012 0,150 

Manning nas 

planícies de 

inundação 

np - 0,020 0,200 

Desvio-padrão: 

intercepto 


m³/s (se Y for 

vazão) 
0,0 1000 

Desvio-padrão: 

inclinação 
 - 0,0 1,0 

Curtose  - -1,0 1,0 

Assimetria  - 0,1 10 

Coeficiente de 

autocorrelação de 

1
a
 ordem * 

1 - -1,0 1,0 

*limites desde que seja garantida a estacionariedade de AR(p) 
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Em se tratando dos parâmetros do modelo hidrodinâmico, 𝑛𝑐 e 𝑛𝑝, constatou-se que, devido à 

ausência de informações adicionais que permitissem a diferenciação entre os distintos valores 

possíveis em canais naturais, além das fotografias e imagens de satélite utilizadas, o conhecimento 

que se teria a priori para sua incerteza deveria ser traduzido pela distribuição Uniforme, com limites 

inferior e superior extraídos de bibliografia consagrada, atribuindo-se equiprobabilidade a quaisquer 

valores nesse intervalo. 

No que concerne ao vetor de variáveis latentes, 𝛈𝓮, foi definido que a FDP (Função 

Densidade de Probabilidade) a priori deveria ser uma distribuição Uniforme, valendo-se de 

diretrizes indicadas em estudos anteriores (Silva et al., 2014; Vrugt, 2016). Igualmente, seus limites 

inferior e superior foram fixados a partir de tais referências e remetem à formulação matemática dos 

parâmetros do modelo de erros ou resíduos e aos seus limites de validade. 

Inferência Bayesiana da Distribuição Conjunta e das Distribuições Marginais a posteriori  

Uma vez elaborado o modelo hidrodinâmico no HEC-RAS e feita sua acoplagem ao método 

DREAM via Matlab, foi estabelecida uma série de cenários de simulação para obtenção da FDP 

conjunta a posteriori via esquema Bayesiano, denotada por p(𝛉|𝐘̃). Os cenários foram criados a 

partir de algumas diretrizes, dentre as quais as mais relevantes são descritas a seguir: 

 Aferição da ordem do polinômio autoregressivo AR(p) que apresentasse o melhor ajuste aos 

resíduos  𝐄(𝛉) = 𝐘̃ − 𝐘(𝛉) = {𝜀1(𝛉), ⋯ , 𝜀𝑛(𝛉)} = 𝜀𝑡(𝛉). Partiu-se do princípio de que um modelo 

AR(1) seria suficiente, mas verificações de um AR(2) ou de maior ordem foram realizadas em 

busca do modelo mais adequado para explicar a esperada correlação serial dos resíduos obtidos a 

posteriori; 

 Verificação da relevância de se utilizar o parâmetro σ1 para compor assim um modelo linear 

para a heteroscedasticidade, tal que σt = σ0 + σ1 ∙ yt, considerando-se os resíduos após a remoção 

da correlação serial, ou seja, obtidos por Φp(B)εt = σt ∙ at; 

 Impacto do tipo de informação 𝐘̃ usado como paradigma para calibração das incertezas, 

notadamente o cotagrama e o hidrograma da cheia selecionada registrados na estação fluviométrica 

de jusante, sobre a identificação das FDPs a posteriori; e 

 Consideração ou não das afluências laterais, ou seja, das contribuições das bacias 

incrementais, não monitoradas, ao trecho fluvial considerado, lembrando-se que a hipótese 

inicialmente adotada foi de sua não utilização, a fim de não incorporar incertezas adicionais ao 

processo, tendo-se em conta a magnitude reduzida da área incremental em relação àquela da bacia 

do rio São Francisco até a foz do rio Abaeté, inclusive.  

A fim de nortear a seleção do(s) cenário(s) mais adequado(s) à calibração de incertezas da 

modelagem hidrodinâmica 1D sob consideração, à luz das informações disponíveis, foram adotados 

alguns critérios norteadores para avaliação das diretrizes mencionadas anteriormente. 

Primeiramente, procedeu-se a uma minuciosa análise das séries dos resíduos brutos, 

denotados por 𝜀𝑡(𝛉), resultantes das diferenças 𝐄(𝛉) = 𝐘̃ − 𝐘(𝛉) obtidas a posteriori, ou seja, após 

cada processo ou cenário de amostragem por MCMC elaborado. Para compor essa análise 

exploratória, foram quantificados descritores estatísticos de cada série de resíduos 𝜀𝑡(𝛉), e do 
conjunto de tais séries, bem como avaliada sua correlação serial por meio do correlograma e do 

correlograma parcial e da estimação dos coeficientes de correlação de 1ª e 2ª ordens. O mesmo foi 

realizado para as amostras de resíduos após a remoção da autocorrelação, ou seja, estimados por 

𝚽𝒑(𝐁)𝜀𝑡 = 𝜎𝑡 ∙ 𝑎𝑡, e, por fim, também para as amostras após a extração da suposta 

heteroscedasticidade, ou seja, para as séries de valores 𝑎𝑡(𝛉). 
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Adicionalmente, em se tratando dos resíduos 𝑎𝑡(𝛉), que em tese devem ser i.i.d., verificou-se 

o ajuste da distribuição SEP(0,1, 𝜉, 𝛽) às amostras compostas por valores médios, medianos e pelos 

percentis 2,5%, 97,5% estimados para cada intervalo temporal 𝑡. 

Em segundo lugar, foram avaliadas as distribuições marginais a posteriori para cada um dos 

parâmetros, em cada cenário de inferência Bayesiana que foi testado, buscando-se conferir se os 

histogramas formados pelas amostras de cada parâmetro foram restringidos em relação à FDP a 

priori após a incorporação dos dados 𝐘̃. 

Finalmente, a estimação dos intervalos de credibilidade sobre o hidrograma ou o cotagrama 

da cheia de referência e a verificação de sua amplitude e plausibilidade física também compuseram 

o ferramental metodológico para seleção do modelo de resíduos e do tipo de variável 𝐘̃ mais 

adequados à estimação de incertezas no presente estudo de caso. 

No esquema numérico do tipo MCMC pelo método DREAM (Vrugt, 2009), utilizaram-se 

sistematicamente 𝑁 = 8 cadeias de Markov, cada uma com o mesmo número de iterações. O 

número de iterações 𝑇 total necessário em cada cenário foi ajustado em função da quantidade de 

iterações 𝑇∗ necessárias para que o último parâmetro atingisse a convergência pelo critério de 

Gelman-Rubin (1992 apud Vrugt, 2016), e do valor dos coeficientes de correlação serial de cada 

parâmetro/variável em cada cadeia para os lags =1, 5, 10 e 25, uma vez que se buscou utilizar o lag 

𝑘 ≥ 5, a fim de que o coeficiente de correlação serial de todos os parâmetros e variáveis fosse igual 
ou menor do que 0,80, conforme recomendado por Vrugt (2016). Outro aspecto interveniente na 

definição da quantidade total de iterações em cada cenário foi a fixação do tamanho final das 

amostras obtidas a posteriori, ou seja, 𝑚 = [𝑁 ∙ (𝑇 − 𝑇∗)] lag⁄ , igual a 10.000, seguindo-se as 

recomendações no trabalho de Vrugt (2016) para d dimensões do vetor {𝛉, 𝛈𝓮} entre 5 e 10. 

Os resultados a serem mostrados na sequência foram obtidos a partir do uso do hidrograma da 

cheia de 1992 como informação 𝐘̃ e a incorporação das afluências de bacias incrementais à 
modelagem hidrodinâmica. Sob tais hipóteses, verificou-se que o vetor de variáveis latentes 

inferidas conjuntamente com o vetor paramétrico 𝛉 = {𝑛𝑐 , 𝑛𝑝} compôs-se por 𝛈𝓮 = {𝜎0, 𝜉, 𝛽}. 

Embora inicialmente as afluências das bacias incrementais não tenham sido consideradas, à medida 

que os cenários foram simulados, verificou-se a relevância de seu acréscimo à modelagem, a fim de 

reproduzir mais adequadamente, sobretudo o ramo ascendente do hidrograma afluente. Sua 

estimação foi realizada por meio da transferência de hidrogramas de vazões médias diárias no 

período da cheia de 1992 adimensionalizados pela vazão média de longo termo, a qual foi 

regionalizada considerando-se a semelhança climática e morfológica entre bacias com e sem dados. 

O parâmetro 𝜎1, que denota o coeficiente angular da relação linear que caracteriza a 
heteroscedasticidade prevista para os resíduos da modelagem hidrodinâmica, mostrou-se com média 

próxima de 0 nas primeiras tentativas de inferência, tendo sido então descartado para compor o 

cenário finalmente considerado. De fato, análises realizadas sobre as séries compostas pelo 

quadrado dos percentis 2,5%, 50% e 97,5% em cada intervalo t estimados a partir das amostras de 

resíduos 𝜀𝑡(𝛉) versus os valores de vazão média diária afluente ao trecho fluvial em questão 
mostraram que sua variância parece ser constante, dispensando um parâmetro que a correlacione ao 

tempo e às variáveis de entrada (i.e., afluências).  

Por sua vez, um modelo AR(1) mostrou-se suficiente para explicar a correlação serial entre os 

resíduos brutos, sendo que suas amostras oriundas de cenários preliminares apresentaram valores do 

coeficiente  de correlação serial de 1ª ordem variando entre 0,30 e 0,70, com média igual a 0,44. 

Ainda nessas tentativas iniciais de simulação por MCMC, verificou-se uma tendência de 

superestimar 𝜙1, cuja FDP a posteriori revelou valores limitados por 0,20 e 0,90, com média em 

torno de 0,66. Devido a esse aspecto, optou-se por fixar o valor de 𝜙1 em 0,44, estimado conforme 
mencionado anteriormente, eliminando-o da inferência conjunta. Tal procedimento, que se baseia 

na fixação desse parâmetro específico, foi aplicado também por Schoups e Vrugt (2010) e Silva et 
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al. (2014) devido à superestimação de seus valores em relação aos empíricos quando sujeito à 

calibração Bayesiana. Credita-se tal comportamento à subida abrupta do hidrograma da cheia de 

1992, cuja dependência serial entre as sucessivas vazões afluentes do seu ramo ascendente possa ter 

prevalecido na inferência de 𝜙1. A fixação de 𝜙1 justifica-se também pelo fato de que valores 
próximos a 1,0, ao serem incorporados na rotina de geração de resíduos para composição da 

incerteza preditiva, criam séries semelhantes a um passeio aleatório, aumentando gradualmente a 

amplitude dos intervalos de credibilidade, à medida que ocorre o desenvolvimento da cheia 

considerada. 

Considerando-se os aspectos e ressalvas mencionados anteriormente, prosseguiu-se com as 

simulações de MCMC e a posterior extração de 10.000 amostras a posteriori dos parâmetros 𝑛𝑐, 

𝑛𝑝, 𝜎0, 𝜉 e 𝛽 a partir da convergência das 8 cadeias de Markov definidas previamente. Dessa forma, 

foram calculados os principais descritores estatísticos desses parâmetros e elaborados histogramas a 

fim de verificar o comportamento de suas FDPs a posteriori, conforme sintetizado na Tabela 3 e na 

Figura 2. 

Tabela 3 – Descritores estatísticos a posteriori dos parâmetros do modelo hidrodinâmico e da log-

verossimilhança Generalizada. 

Parâmetro Média Desvio-Padrão CV Moda Mediana Quantil 2,5% Quantil 97,5% 

nc 0,040 0,013 0,332 0,037 0,038 0,029 0,062 

np 0,099 0,053 0,529 0,020 0,095 0,023 0,195 

0 192 20 0,105 181 191 157 237 

 0,617 0,251 0,406 0,820 0,655 0,077 0,980 

 1,487 0,235 0,158 1,162 1,464 1,127 1,997 

Figura 2 – Distribuições a posteriori dos parâmetros do modelo hidrodinâmico e da verossimilhança Generalizada, e 

dispersão dos valores da função de log-verossimilhança para cada valor individual desses parâmetros. 

 

Verifica-se pela Figura 2 que o parâmetro 𝑛𝑐 desenvolveu-se ao longo de praticamente toda 
sua faixa estipulada a priori, porém concentrou 95% de seus valores no intervalo [0,029; 0,062], 

com mediana de 0,038 e média de 0,040. Resultados semelhantes, também em termos do formato 

do histograma obtido a posteriori, foram encontrados sob a hipótese de ausência das afluências 

laterais. Em outras palavras, a variabilidade, ou incerteza, inferida para os coeficientes de Manning 

na calha principal foi pouco sensível às alterações nas condições de contorno na presente situação, 

ou seja, adicionando-se ou não as contribuições de bacias incrementais. É importante ressalvar que 

o acréscimo de vazões ao trecho fluvial foi de cerca de 13%, em média, o que pode ter contribuído 
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para essa constatação. De todo modo, a estrutura dos resíduos foi alterada em decorrência da 

propagação dos hidrogramas laterais, interferindo no processo de inferência das incertezas 

associadas às variáveis latentes. 

Por outro lado, neste cenário, o comportamento obtido a posteriori para 𝑛𝑝 foi distinto 

daquele demonstrado pela rugosidade na calha. A identificação desse parâmetro ficou menos 

evidente, de forma que toda a faixa a priori de 𝑛𝑝 varreu os valores menores de 𝑛𝑐 inferidos a 

posteriori. Provavelmente, o transporte das vazões totais, contabilizadas as contribuições laterais, 

foi garantido principalmente pela capacidade de descarga da calha principal, fixadas suas 

rugosidades, restando pouca informação disponível que permitisse a diferenciação para 𝑛𝑝. 

Quanto às variáveis latentes, os valores obtidos a posteriori foram condizentes com o 

comportamento estatístico dos resíduos brutos, 𝜀𝑡, e de 𝑎𝑡, representando adequadamente o desvio-
padrão dos primeiros, e a assimetria e a curtose positivas dos segundos. A análise dos resíduos i.i.d. 

obtidos a posteriori, ou seja, após a remoção da autocorrelação e da homoscedasticidade revelou a 

aderência da SEP sobre suas distribuições empíricas, considerando-se amostras elaboradas a partir 

de percentis notáveis para cada passo temporal 𝑡 (resultados não mostrados). 

Quantificação da Incerteza Paramétrica e da Incerteza Preditiva 

A partir das amostras a posteriori do vetor {𝛉, 𝛈𝓮}, foi possível estimar a incerteza preditiva, 
representada por intervalos de credibilidade, sobre o hidrograma da cheia de 1992 nas proximidades 

da cidade de Pirapora. Para tanto, foi utilizada a Equação (13) da Parte I, propagando-se a incerteza 

associada aos coeficientes de rugosidade de Manning na calha e nas planícies e adicionando-se 

resíduos sintéticos gerados pelo modelo de erros baseado na função de verossimilhança 

Generalizada. Por fim, os percentis 2,5%, 50% e 97,5% foram estimados para cada ∆𝑡 do 
hidrograma, a fim de se obter o intervalo de credibilidade a 95%, mostrado na Figura 3.a. Em 

paralelo, na Figura 3.b, podem ser conferidos os valores de amplitude entre os percentis notáveis. 

Por meio da Figura 3.a e 3.b, contata-se que a incerteza paramétrica é significativamente 

reduzida perante a incerteza total, a qual incorpora outras fontes de erros, a exemplo daquelas 

oriundas de incertezas associadas à definição do hidrograma de montante, aos dados 

topobatimétricos e à curva-chave da estação fluviométrica de jusante. Ainda que os erros dessas 

fontes não sejam tratados de forma explícita, sua quantificação foi proporcionada na abordagem 

adotada por meio das variáveis latentes. Outra constatação relevante trata-se da importância de se 

considerar a correlação serial entre os resíduos na composição de intervalos preditivos que 

computem a incerteza total. A estimação do intervalo preditivo como proposto na Figura 3.a pode 

ser realizada sobre hidrogramas resultantes da propagação de cheias de magnitude semelhante à de 

1992 no estirão fluvial considerado, sob a hipótese de que as incertezas e resíduos associados 

mantenham sua estrutura estatística. 

Figuras 3.a – Intervalos de credibilidade a um nível de 95% para as vazões defluentes ao trecho estudado, contendo a 

incerteza preditiva total e paramétrica, e 3.b, amplitude dos intervalos. 
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Por fim, a incerteza paramétrica foi propagada pelo modelo hidrodinâmico a fim de se estimar 

a incerteza preditiva associada somente à rugosidade sobre os perfis de escoamento ao longo do 

estirão fluvial estudado e sobre a extensão de inundação com foco sobre a região próxima a 

Pirapora. Neste caso, para elaboração desses produtos de cunho probabilístico, a variável que 

constituiu objeto de avaliação foram os níveis de água em cada seção transversal, os quais foram 

ordenados após milhares de simulações para obtenção dos intervalos preditivos. Os resultados são 

mostrados nas Figuras 4 e 5, respectivamente. 

Tais resultados devem ser usados com cautela, uma vez que pressupõem que o 

comportamento estatístico dos resíduos associados à modelagem de níveis de água ao longo de toda 

a extensão do trecho estudado, para perfis de escoamento, e junto à porção final do trecho, para os 

mapas de inundação, fosse semelhante àquele apresentado pelas vazões defluentes ao trecho. Tal 

confirmação poderia ser realizada por meio da avaliação das incertezas e resíduos tendo uma 

mancha de inundação como paradigma 𝐘. De todo modo, esse tipo de produto, de caráter 

probabilístico, mostra algumas das possibilidades que se abrem quando se realiza a quantificação de 

incertezas, respaldada no presente caso por um método Bayesiano fundamentado no uso de uma 

função de verossimilhança formal e aderente aos resíduos da modelagem realizada. 

Figura 4 – Intervalo de credibilidade a um nível de 95% para os perfis de escoamento ao longo do trecho estudado, 

considerando-se somente a incerteza preditiva paramétrica. 

 

Figura 5 – Mapa de inundação probabilístico que contabiliza somente a incerteza preditiva associada à rugosidade, 

sobre a porção de montante da cidade de Pirapora, próximo à ponte da BR-356 sobre o rio São Francisco. 
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CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES 

Este estudo mostrou como é possível estimar as incertezas associadas à modelagem 

hidrodinâmica, a partir de um esquema Bayesiano em que o conhecimento a priori acerca da 

variabilidade do coeficiente de rugosidade de Manning é atualizado com informações observadas de 

alguma variável descritiva do fenômeno em questão, no caso, as vazões monitoradas no extremo de 

jusante do trecho fluvial estudado, situado no Alto rio São Francisco. O diferencial em relação a 

estudos semelhantes que se prestaram à quantificação de incertezas na modelagem hidráulica 

computacional repousa na utilização de uma função de verossimilhança flexível, que se adaptou 

adequadamente à estrutura estatística dos resíduos avaliados em termos da variável considerada 

como paradigma de calibração das incertezas. Outro ponto de destaque foi a consideração de 

parâmetros adicionais aos do modelo hidrodinâmico, denominados de variáveis latentes por 

comporem a função de verossimilhança e o modelo de resíduos, os quais representam 

matematicamente as demais fontes de erros ou de incertezas além da paramétrica na modelagem em 

questão. 

Adicionalmente, as distribuições de probabilidades dos coeficientes de rugosidade na calha e 

nas planícies e das variáveis latentes obtidas a posteriori foram usadas para propagar as 

correspondentes incertezas pela modelagem hidrodinâmica no trecho estudado, e assim compor a 

incerteza preditiva, sob a forma de intervalos de credibilidade, tanto em termos de vazões, quanto 

sobre níveis de água. Os resultados corroboram resultados relatados em outros estudos, como a 

definição de intervalos de credibilidade confiáveis e realísticos para a incerteza preditiva estimada 

sobre os outputs, e revelam alguns aspectos que são viabilizados quando se quantificam as 

incertezas, sobretudo valendo-se de métodos Bayesianos formais. 

Outro aspecto emanado a partir dos resultados refere-se à relevância de se considerarem as 

afluências laterais às simulações hidrodinâmicas no presente caso, ainda que essas precisem ser 

estimadas a partir de métodos indiretos, como os de regionalização da informação hidrométrica, e 

ainda que não tenha sido possível quantificar as incertezas associadas a tais hidrogramas. Uma 

vertente de estudos futuros concerne à possibilidade de separação das outras fontes de incertezas 

além da paramétrica, a fim de se avaliar seu impacto em separado e conjuntamente, sobre as 

variáveis de saída. Sob tal hipótese, seria viável verificar a incerteza agregada pela utilização de 

hidrogramas estimados a partir de regionalização, como foi necessário realizar neste estudo. 
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